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1. РАСЧЕТ ДЕРЕВЯННОЙ КОНСОЛЬНОЙ БАЛКИ 
 

Строим эпюры внутренних силовых факторов в заданной консольной 
балке. Используя ранее построенные эпюры поперечных сил и изгибаю-
щих моментов , определяем величину и направление опорных реакций 
балки:  кНм;  кН. 

yQ

xM
5,7=АM 5=АV

Исходя из построенных 
эпюр  и , определяем 
положение опасных сечений 
трех типов: 

yQ xM

− сечение первого типа соот-
ветствует точке, где возни-
кает максимальный по мо-
дулю изгибающий момент. 
В этом сечении действуют 
максимальные нормальные 
напряжения; 

− сечение второго типа соот-
ветствует точке, где возни-
кает максимальная по мо-
дулю поперечная сила. В 
этом сечении будут дейст-
вуют максимальные каса-
тельные напряжения; 

− сечение третьего типа соот-
ветствует точке, где возни-
кают значительные изги-
бающие моменты и соот-
ветствующие им попереч-
ные силы. В этом сечении 
строят эпюры распределе-
ния главных напряжений по 
его высоте. В рассматри-
ваемом примере опасные 

сечения  первого и третьего типов находятся в точке, расположенной на 
бесконечно малом расстоянии левее сосредоточенного момента 20=М  
кНм. Опасное сечение второго типа находится в точке, расположенной на 
бесконечно малом расстоянии правее сосредоточенной силы 10=F  кНм.  

у

z 

F=10 кН 

q=3 кН/мМ=20 кНм 

01 2 3 4 5 6 

2 м 3 м 1 м 
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Эп.Qy
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Эп. Мх
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А
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14,958 14,458 13,806 

13,153 

Рис. 1.1. Эпюры в заданной  балке 

Запишем условие прочности при изгибе по максимальным нормальным 
напряжениям: 
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10max
max =≤= R

W
M

x

σ МПа, 

где 10=R  МПа – расчетное сопротивление дерева; 

xW
 
– момент сопротивление круглого сечения балки, .

32

3dWx

π
=  

Тогда требуемый диаметр круглого поперечного сечения равен: 

243,0
101014,3

10143232
3

6

3

3 max =
⋅⋅

⋅⋅
=

⋅
⋅

≥
R

Mdnec π
м. 

Округляем полученную величину диаметра в большую сторону до целых 
сантиметров и принимаем 25=d см. Момент инерции принятого поперечно-
го сечения равен: 

04,19165
64

2514,3
64

44

=
⋅

===
dJJ yx

π см4 = 1,9165  м410−⋅ 4. 

Выполняем расчет балки на жесткость, для чего необходимо построить 
эпюру прогибов балки. При построении эпюры прогибов будем использовать 
уравнение метода начальных параметров: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

+
−

+−−++=
6

3

26

0

46

0

26

0

36

0
0

6

0
0 2

3
2426

iiiAiA
ixxix

zMqzzMzV
zEJvEJvEJ θ  

( )( ) ( )( ) 6

5

46

5

3

24
5

6
5 −

+
−

+ ii zqzF
. 

При использовании записанного уравнения следует помнить, что в выбран-
ной системе координат положительные изгибающие моменты создают поло-
жительные вертикальные перемещения. 

Начальные параметры  и  ( )0v ( )0θ  определяем из условия закрепления 
балки. В точке А расположено защемление, препятствующее вертикальным и 
угловым перемещениям балки. Следовательно, начальные параметры рас-
сматриваемой задачи  и ( ) 00 =v ( ) 00 =θ . 
 Жесткость при изгибе подобранного круглого поперечного сечения 
балки равна 5,1916109165,1101 410 =⋅⋅⋅= −

xEJ  кНм2. Используя найденные 
значения начальных параметров, определяем ординаты эпюры прогибов в 
расчетных сечениях: 

− сечение 1:  м; ( ) 5,11 =z ( ) 695,5
24

5,13
2

5,15,7
6

5,15 423

1 −=
⋅

−
⋅

−
⋅

=vEJ x кНм2;  

   ( )
3

1 10972,2
5,1916

695,5 −⋅−=
−

=v м; 

− сечение 2: м; ( ) 32 =x ( ) 375,21
24

33
2

35,7
6
35 423

2 −=
⋅

−
⋅

−
⋅

=vEJ x кНм2; 
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( )
3

2 10153,11
5,1916

375,21 −⋅−=
−

=v м; 

− сечение 3: м;  ( ) 43 =x
 

( )
( ) 667,28
2

3420
24

43
2

45,7
6
45 2423

3 −=
−⋅

+
⋅

−
⋅

−
⋅

=vEJ x кНм2;

( )
3

3 10958,14
5,1916

667,28 −⋅−=
−

=v м; 

− сечение 4: м;  ( ) 54 =x

( )
( ) 708,27
2

3520
24

53
2

55,7
6
55 2423

4 −=
−⋅

+
⋅

−
⋅

−
⋅

=vEJ x кНм2; 

( )
3

4 10458,14
5,1916

708,27 −⋅−=
−

=v м; 

− сечение 5: м;  ( ) 5,55 =x

( )
( ) ( ) ( )

=
−⋅

+
−⋅

+
−⋅

+
⋅

−
⋅

−
⋅

=
24

55,53
6

55,510
2

35,520
24

5,53
2

5,55,7
6

5,55 432423

5vEJ x  

458,26−= кНм2; 

( )
3

5 10806,13
5,1916

458,26 −⋅−=
−

=v м; 

− сечение 6: м;  ( ) 66 =x

 
( )

( ) ( ) ( )
=

−⋅
+

−⋅
+

−⋅
+

⋅
−

⋅
−

⋅
=

24
563

6
5610

2
3620

24
63

2
65,7

6
65 432423

6vEJ x  

208,25−= кНм2; ( ) ( )
3

6 10153,13
5,1916

208,25 −⋅−
−

== Вvv м. 

Проверка жесткости балки. Условие жесткости: [ ] maxvf ≥ . Как следует 
из эпюры прогибов балки, максимальное вертикальное перемещение равно 

446,1max =v см. Для деревянных конструкций величина допускаемого прогиба 
определяется из следующего условия:  

300
1

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

l
f , 

здесь  − вылет консоли балки.  l
Следовательно, величина допускаемого прогиба балки равна  

[ ] 2102
300

0,6
300

−⋅===
lf м = 2 см. 

Условие жесткости балки 446,1max =v см < [ ] 2=f см выполняется. Та-
ким образом, принятые размеры поперечного сечения удовлетворяют усло-
виям прочности и жесткости.   

 5



2. РАСЧЕТ СТАЛЬНОЙ ДВУХОПОРНОЙ БАЛКИ 

Определяем величину опорных реакций заданной балки: 

∑ = 0Am 54
4

2012021024410 2

,/VB −=
−⋅−⋅−⋅+

−= кН; 

∑ = 0Bm ; 530
4

1052021024420 2

,/VA =
−⋅+⋅−⋅+

= кН; 

Проверка: 
∑ = 0y ; 0421 =⋅−+−− qFFVV BA ;  044102054530 =⋅−+−− ,, , следователь-
но, опорные реакции найдены верно. 

Используя полученные значения опорных реакций, строим эпюры по-
перечных сил и изгибающих моментов . Исходя из построенных эпюр, 
определяем положение опасных сечений трех типов: 

yQ xM

− сечение первого типа соответствует точке, где возникает макси-
мальный по модулю изгибающий момент. В этом сечении действуют 
максимальные нормальные напряжения; 

− сечение второго типа соответствует точке, где возникает максималь-
ная по модулю поперечная сила. В этом сечении будут действуют 
максимальные касательные напряжения; 

− сечение третьего типа соответствует точке, где возникают значи-
тельные изгибающие моменты и соответствующие им поперечные 
силы. В этом сечении строят эпюры распределения главных напря-
жений по его высоте. 

В рассматриваемом примере сечения всех трех типов находятся в точ-
ке, расположенной на бесконечно малом расстоянии левее опоры А. Величи-
на внутренних усилий в этих сечениях равна: 20−=хМ кНм и кН. 20−=yQ

Условие прочности при изгибе по максимальным нормальным напря-
жениям: 

160=≤= R
W

M

x

max
maxσ МПа. 

Вычисляем требуемый момент сопротивления поперечного сечения балки: 
6

6

3

10125
10160
1020 −⋅=
⋅
⋅

==
R

M
W max,x

nec м3 125= см3. 

Определяем размеры поперечных сечений заданных типов: 
− круглое поперечное сечение: 

32

3dWx
π

=  8410
143
1253232

33 ,
,

Wd nec
nec =

⋅
=≥

π
см, принимаем мм 109=d

2793
4

910143
4

22

,,,dA =
⋅

==
π см2; 
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Рис. 2.1. Эпюры внутренних силовых факторов и перемещений заданной 
стальной балки 
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− квадратное поперечное сечение: 

6

3аWx = 09912566 33 ,Wa necnec =⋅=≥ см, принимаем 91=a мм 

818219 22 ,,аA === см2; 
− прямоугольное поперечное сечение с соотношением сторон 12 /b/h = : 

6
4

6

32 bbhWx == 725
4
1256

4
6 33 ,Wb nec

nec =
⋅

=≥ см, принимаем 58=b мм 

мм; 116582 =⋅=h 286761185 ,,,ahA =⋅== см2; 
− прямоугольное поперечное сечение с соотношением сторон 13 /b/h = : 

6
9

6

32 bbhWx == 374
9
1256

9
6

33 ,Wb nec
nec =

⋅
=≥ см, принимаем 44=b мм 

мм; 132443 =⋅=h 085821344 ,,,ahA =⋅== см2; 
− сечение, составленное из двух швеллеров, сложенных полками: 

562
2

125
2

,WW nec
шв x ==≥  см3 , по сортаменту прокатной стали (ГОСТ 8240-89) 

принимаем швеллер №14 с 270,Wшв =  см3 и 231,Ашв =  см2. Общая площадь 
составного сечения 4622231 ,,А =⋅=  см2. 
− двутавровое сечение: 125=≥ necx WW  см3 , по сортаменту прокатной стали 
(ГОСТ 8239-89) принимаем двутавр №18 с 143=хW  см3,  см423,Ах = 2, 

см481,Sx = 3, см1290=xJ 4, 180=h мм, 90=b мм, 15,d = мм и 18,t = мм.   
Сравнивая площади подобранных сечений приходим к выводу, что наиболее 
рациональным по расходу материала является двутавровое сечения, которое 
обладает минимальной площадью. Указанное сечение принимаем для даль-

нейших расчетов. 
 Используя формулу Журавского, проверяем подобранное двутавровое 
сечение по максимальным касательным напряжениям: 

7524
1015101290

104811020
38

63

,
,

,
bJ
SQ

xx

отс
max,хmax

max =
⋅⋅⋅

⋅⋅⋅
== −−

−

τ МПа 100=< sR  МПа, следова-

тельно, условие прочности сечения по максимальным касательным напряже-
ниям выполняется. 
 Строим эпюры распределения нормальных, касательных и главных на-
пряжений по высоте сечения по формулам: 

( )
( ) ;

J
yM

x

ix
i

⋅
=σ

     
( )

( )

( )
;

bJ
SQ

ix

ix
i ⋅

⋅
=τ

    
( )

( )
( ) ( ) .ii

i
i,

22
31 4

2
1

2
τσ

σ
σ +±=  

  Построения ведем для опасного сечения третьего типа, для которого 
кНм и кН. Напряжения вычисляем в точках 1-7 двутавро-

вого сечения (рис. 2). 
20−=хМ 20−=yQ
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Точка 1: ( ) 9
2

18
21 −=−=−=
hy см; ( )

( ) ( ) 53139
101290

1091020
8

23

1 ,=
⋅

⋅−⋅⋅−
= −

−

σ МПа; 

( ) 01 =отс
хS ; ( ) 01 =τ ; ( ) 76569765690453139

2
1

2
53139 22

131 ,,,,
, ±=⋅+±=σ МПа; 

( ) 5313911 ,=σ МПа; ( ) 013 =σ МПа. 

Точка 2: ( ) 198810
2

18
22 ,,thy −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−= см;  

( )
( ) ( ) 98126

101290
101981020

8

23

2 ,,
=

⋅
⋅−⋅⋅−

= −

−

σ МПа; 

( ) ( ) ( ) 6662
2
810

2
188109

22322 ,,,thtbуАS отс
с

отсотс
х =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅⋅=⋅= см3.  

Рассматриваем сечение со стороны полки: ( ) 902 ==′ bb мм;  

( )
( ) 081

109101290
1066621020

28

63

2 ,,
−=

⋅⋅⋅
⋅⋅⋅−

=′
−−

−

τ МПа; 

( ) 50634963081498126
2
1

2
98126 22

231 ,,,,,
, ±=⋅+±=′σ МПа; 

( ) 9912621 ,=′σ МПа; ( ) 01023 ,−=′σ МПа. 
Рассматриваем сечение со стороны стенки: ( ) 152 ,db ==′′ мм;  

( )
( ) 0519

1015101290
1066621020

38

63

2 ,
,
,

−=
⋅⋅⋅

⋅⋅⋅−
=′′

−−

−

τ МПа; 

( ) 296649630519498126
2
1

2
98126 22

231 ,,,,,
, ±=⋅+±=′′σ МПа; 

( ) 7812921 ,=′′σ МПа; ( ) 80223 ,−=′′σ МПа. 

Точка 3: ( ) 54
4

18
43 ,hy −=−=−= см; ( )

( ) ( ) 7769
101290

10541020
8

23

3 ,,
=

⋅
⋅−⋅⋅−

= −

−

σ МПа; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
−⋅⋅−+=⋅= t

tyhdtySуАS отс
х

отс
с

отсотс
х 22

3
32333  

( ) 4674810
2

81054
2

18510810546662 ,,,,,,,, =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
−⋅⋅−+= см3.  

( ) 153 ,db == мм; ( )
( ) 6422

1015101290
1046741020

28

63

3 ,
,
,

−=
⋅⋅⋅

⋅⋅⋅−
= −−

−

τ МПа;  

( ) 59418934742247769
2
1

2
7769 22

331 ,,,,,
, ±=⋅+±=σ МПа; 

( ) 487631 ,=σ МПа; ( ) 70633 ,−=σ МПа. 

Точка 4: см; ( ) 04 =y ( ) 04 =σ МПа; см( ) 4814 ,SS отс
max,x

отс
х == 3. мм;  ( ) 154 ,db ==

 9
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( )
( ) 7524

1015101290
104811020

28

63

4 ,
,
,

−=
⋅⋅⋅
⋅⋅⋅−

= −−

−

τ

( )

МПа; 

75240752440
2
1

2
0 22

431 ,,, ±=⋅+±=σ

( ) 752441 ,=

МПа; 

σ МПа; ( ) 752443 ,−=σ МПа. 

Точка 7: ( ) 9
2

18
27 ===
hy ( )см; ( ) 53139

101290
1091020

8

23

7 ,−=
⋅

⋅⋅⋅−
= −

−

σ

( ) 07 =отс
хS ( ) 07 =

МПа; 

; τ ; ( ) 76569765690453139
2
1

2
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Рис. 2.2. Эпюры распределения напряжений по высоте сечения стальной двутавровой балки 
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По полученным значениям строим искомые эпюры (рис. 2).  
Выполняем расчет балки на жесткость, для чего необходимо построить эпю-
ру прогибов балки. При построении эпюры прогибов будем использовать 
уравнение метода начальных параметров: 
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0
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−
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+ iiBii zqzVzFzq
. 

Следует помнить, что в принятой системе координат отрицательный изги-
бающий момент создает положительные перемещения. 

Начальные параметры  и  ( )0v ( )0θ  определяем из условия закрепления 
балки. В точках А и В расположены опорные устройства, препятствующие 
вертикальным перемещениям балки. Запишем уравнения метода начальных 
параметров для указанных точек: 
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Решаем полученную систему линейных алгебраических уравнений: 
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3. Жесткость подобранного сечения 

при изгибе равна  кНм2580101290102 811 =⋅⋅⋅= −
xEJ 2, тогда величина пере-

мещений в начале координат равна: 
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Используя найденные значения начальных параметров, определяем ординаты 
эпюры прогибов в расчетных точках: 
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Проверка жесткости балки. Условие жесткости: [ ] maxvf ≥ . Как следует из 
эпюры прогибов балки, максимальное вертикальное перемещение равно 

191,vmax = см. Для стальных конструкций величина допускаемого прогиба 

определяется из следующего условия: 
250
1

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

l
f . Здесь l  − расстояние меж-

ду опорами или вылет консоли балки. Максимальный прогиб балки возника-
ет на консольном участке вылетом 1=l м, следовательно, величина допус-

каемого прогиба равна [ ] 3104
250
1

250
−⋅===

lf м = 0,4 см. Условие жесткости 

балки см>[ ] см не выполняется. Необходимо увеличить раз-
меры поперечного сечения. Назначаем новые размеры двутаврового сечения, 
для чего максимальный прогиб балки в точке 8 приравняем величине допус-

каемого прогиба 

191,vmax = 40,f =

[ ] 3
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 =  см123833, 4. 

По сортаменту прокатной стали (ГОСТ8239-89) принимаем двутавр №27 с 
 см5010=xJ 4.Условия прочности по нормальным и касательным напряжени-

ям для нового сечения будут заведомо выполняться. 
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