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ВВЕДЕНИЕ 
 
Пособие ориентировано на студентов, изучающих сопротивление ма-

териалов. Весьма ограниченное время, отводимое на аудиторные занятия 
заочников в период установочных сессий, не позволяет в достаточной ме-
ре охватить вопросы, отражающие содержание второй части курса сопро-
тивления материалов, особенно в решении задач. 

Цель пособия – побудить обучающихся как к самостоятельному изуче-
нию теоретической части, так и к самостоятельному выполнению обяза-
тельных контрольных заданий, а также сформировать навыки решения за-
дач. Это важно для бόльшей части студентов из небольших населенных 
пунктов, которые в период между сессиями практически лишены консуль-
таций с преподавателями. В пособии принята форма изложения в виде 
подробного решения конкретных типовых задач, соответствующих требо-
ваниям заданий на контрольные работы, и кратких к ним комментариев с 
объяснением основных понятий, используемых в разделе курса. 

Помимо первичного ознакомления с методами расчета простейших ста-
тически неопределимых стержневых систем, включая метод сил, рассмот-
рено сложное сопротивление жестких призматических стержней при их ста-
тическом нагружении. Приведены расчеты центрально сжатого одноветве-
вого и составного стержня на устойчивость I рода, а также примеры дина-
мического воздействия внешних сил (удар и вынужденные колебания упру-
гих безмассовых балок с одной степенью свободы) и практические приемы 
проверки элементов сооружений и машин на усталостную прочность на 
примере витой цилиндрической клапанной пружины малого шага с построе-
нием диаграммы предельных амплитуд по Серенсену-Киносошвили. 

Опыт показывает, что подобные учебные пособия оказывают сущест-
венную помощь студенту в выполнении контрольных работ.  

Пособие содержит справочные приложения (прил. 1–4), программу под-
готовки к экзаменам (прил. 5), условия задач для самоподготовки (прил. 6). 
Приводится краткое изложение метода Мора определения упругих пере-
мещений в стержневых системах. 

Более детально ознакомиться с методическим материалом можно в [1–17]. 
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1. СТАТИЧЕСКИ НЕОПРЕДЕЛИМЫЕ СИСТЕМЫ 
 
1.1. Задача 10. Определение несущей способности статически  

             неопределимой системы при осевой деформации по методам  
             допускаемых напряжений и разрушающих нагрузок 

 
Основные понятия 
Статически неопределимыми называются конструкции, в элементах 

которых усилия не могут быть определены только из уравнений статики. 
Кроме уравнений статики, при решении статически неопределимых задач 
необходимо использовать также уравнения, учитывающие деформации 
элементов конструкции. 

Система называется n раз статически неопределимой, если число не-
известных на n превышает число независимых уравнений статики. Сте-
пень статической неопределимости n (число лишних неизвестных Л) 
определяется по формуле 

n = Л = Н – У, 

где Н – общее число неизвестных, требующих определения; У – число не-
зависимых уравнений статики. 

Все статически неопределимые конструкции имеют так называемые 
лишние связи в виде опорных устройств или других конструктивных эле-
ментов, которые не являются необходимыми для обеспечения равновесия 
системы и ее геометрической неизменяемости, а обусловливаются требо-
ваниями к прочности и жесткости конструкции. 

Решение статически неопределимых задач проводят в четыре этапа. 
1. Статическая сторона задачи. 
Составляют уравнения равновесия отсеченных элементов конструкции, 

содержащие неизвестные усилия. 
2. Геометрическая сторона задачи. 
Устанавливают связь между деформациями отдельных элементов кон-

струкции, исходя из условий совместности деформаций. Полученные 
уравнения называются уравнениями совместности деформаций. 

3. Физическая сторона задачи. 
В уравнениях совместности выражают деформации элементов конст-

рукции на основании закона Гука 
EA
Nl

l =Δ  через действующие в них неиз-

вестные усилия. В формуле закона Гука: lΔ  – абсолютное удлинение 
стержня; N – продольная сила в стержне; l  – длина стержня; ЕА – жест-
кость стержня при растяжении-сжатии; Е – модуль упругости при растяже-
нии (модуль Юнга); А – площадь поперечного сечения. 
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4. Синтез. 
Решают совместно полученные уравнения относительно искомых не-

известных усилий. 
Отметим особенности работы и расчета статически неопределимых систем. 
1. Недостающие для определения усилий уравнения могут быть получены 

только при помощи изучения совместности деформаций данной системы. 
2. Распределение усилий между элементами статически неопредели-

мой конструкции зависит от соотношения между площадями, модулями 
упругости и длинами этих элементов. 

3. Чем более жёсток данный элемент, т. е. чем меньше его длина и 
больше площадь и модуль упругости, тем сравнительно бόльшую долю 
усилия он принимает на себя. 

В элементах статически неопределимых систем усилия могут возникать 
и при отсутствии внешней нагрузки – в результате, например, изменения 
температуры, смещения опорных закреплений, неточности изготовления 
отдельных элементов конструкции. Напряжения, возникающие в результа-
те сборки (монтажа) конструкции с неточно изготовленными элементами, 
называются начальными или монтажными. 

При определении несущей способности конструкции используется ме-
тод допускаемых напряжений (МДН) или метод разрушающих нагрузок 
(МРН). При расчете по МДН найденные напряжения сопоставляются с 
предельной величиной для данного материала, при расчете по МРН нахо-
дится предельная нагрузка, которую может выдержать конструкция, не 
разрушаясь или не изменяя существенно форму. 

 
Условие примера 
Для заданной системы определить несущую способность (F = ?), если бал-

ка ABC считается недеформируемой (EJ d ×), материал стержней – малоугле-
родистая сталь Ст3, для которой модуль Юнга E = 2⋅105 МПа = 2⋅104 кН/см2, 
предел текучести Тσ = 240 МПа = 24 кН/см2, коэффициент запаса прочности 
при статическом нагружении системы K0 = 1,5. Остальные данные на рис. 1.1, а. 

 
Расчет 
1. Степень статической неопределимости. 
Жесткая балка прикреплена к основанию шарнирно-неподвижной опо-

рой A и двумя шарнирно прикрепленными стержнями 1 и 2. В указанных 
связях возникают реакции HA, RA, R1, R2 – всего четыре. Уравнений статики 
для рассматриваемой плоской системы сил имеем три, например, ΣZ = 0, 
ΣY = 0, ΣmA = 0. Итак, если неизвестных реакций Н = 4, а уравнений стати-
ки У = 3, то  

 

Л = Н – У = 4 – 3 = 1 
 

и система один раз статически неопределима. 
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2. Определение [F] по методу допускаемых напряжений. 
I. Статическая сторона задачи (ССЗ). Выделив объект равновесия  

(рис. 1.1, б), имеем 
 
 ΣmA = N1r1 + N2r2 – Fr3 = 0. (1.1) 

 
Так как расчет опоры А  здесь не предполагается, то ее реакции RA и HA 

не вычисляем. 
II. Геометрическая сторона задачи (ГСЗ). Из условия совместности де-

формаций системы (рис. 1.1, в), используя подобие треугольников ABB1 и 
ACC1, получим геометрическое уравнение 

а = 1,2 м b = 1,6 м c = 0,6 м

а 
y 

RA 

HA A B C 

R1

R2 

F = ?
1l = 1,7 м 

A1 = 3 см2 

2l = 2 м
A2 = 4 см2

2 

1

EJ d × 

r1 = 1,2 м 
r2 = 2,8 м

б y 

RA 

HA 0 

N1
N2 

F

r3 = 3,4 м

Рис. 1.1. Статически неопределимая система: а – заданная система; б – объект 
равновесия; в – совместные деформации стержней 1 и 2 

а = 1,2 м 

а + b = 2,8 м

А 
в В С 

В1

С1 

1lΔ 1 
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aba

12 ll Δ
=

+
Δ , (1.2) 

 
где 21, ll ΔΔ  – абсолютные удлинения стержней 1 и 2. 

III. Физическая сторона задачи (ФСЗ). Используя закон Гука 
 

i

ii
i EA

N l
l =Δ , 

  
можем записать: 
 

 
1

11
1 EA

N l
l =Δ ,             

2

22
2 EA

N l
l =Δ . (1.3) 

 
Теперь, подставляя выражения (1.3) в геометрическое уравнение со-

вместности деформаций (1.2), получим 
 

1

11

2

22
)( aEA

N
EAba

N ll
=

+
, 

 

откуда 12

2

1
1

2

2

1
2 N

см3
см4

м2
м7,1

м2,1
м8,2

N
EA
EA

a
ba

N =
+

=
l

l
 и, таким образом,  

12 N644,2N = . Последнее внесем в уравнение статики (1.1), тогда  

F4,3N644,28,2N2,1 11 =+ , откуда F395,0F
603,8

4,3
N1 ==  и, следова-

тельно, F044,1F395,0644,2N2 == . Получены значения усилий N1 и N2 
в виде функции от F.  

Для установления опасного состояния конструкции подсчитаем нор-
мальные напряжения в стержнях: 

 

F132,0F
3
395,0

A
N

σ
1

1
)1( === ,  F261,0F

4
044,1

A
N

σ
2

2
)2( === . 

 
Как видно, )1()2( σ>σ , и при возрастании нагрузки стержень 2 первым 

достигнет стадии текучести. С точки зрения метода допускаемых напряже-
ний это состояние конструкции является опасным и, следовательно, долж-
но выполняться условие прочности  

 

max σ m [σ] ,  
  

где [σ] = 16
5,1

24
0

Т ==
σ
K

 кН/см2. 
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Теперь из соотношения )2(max σ=σ  определим допускаемую нагрузку  
 

0,261[F ] m [σ], откуда [F ] m 30,61
261,0
16

=  кН. 
 

При этой нагрузке в стержне 1 рабочие напряжения составят величину 

07,8
3

3,61395,0][395,0
11

1
)1( =

⋅
===σ

A
F

A
N  кН/см2, что меньше допускаемых на-

пряжений [σ] на %6,49%100
16
07,81 =⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − .  

Как видно, стержень 1 существенно недогружен, и вся конструкция 
еще далека от разрушения, ибо при вступлении стержня 2 в стадию теку-
чести Т)2( σ=σ  стержень 1 еще работает упруго Т)1( σ<σ  и система еще не 
потеряла своей несущей способности (рис. 1.2).  

3. Определение допускаемой нагрузки по методу разрушающих (пре-
дельных) нагрузок. 

Во многих случаях для более глубокой оценки несущей способности со-
оружения важно установить ту предельную нагрузку, которая способна по-

ставить его на грань либо разрушения, 
либо развития недопустимых деформа-
ций. Эта идея расчета по разрушающим 
нагрузкам была высказана русским инже-
нером А.Ф. Лолейтом (1868–1933) и позд-
нее развита немецким ученым Людвигом 
Прандтлем (1875–1953), чьим именем на-
звана условная диаграмма напряжений 
(диаграмма Прандтля), приведенная на 
рис. 1.3 и отражающая понятие о модели 
упругопластического материала. 

0

Т][
К
σ

=σ  Тσ  

0A
N

=σ  

0l

lΔ
=ε

Рис. 1.3. Диаграмма Прандтля 

Рис. 1.2. Предельное (опасное) состояние конструкции, принимае-
мое в методе допускаемых напряжений  

А 

N1 N2Т 

F > [F ]
1 2

T
1

1
)1( σ<=σ

A
N

T
2

2
)2( σ==σ

A
N
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Продолжая увеличивать нагрузку F и полагая, что стержень 2, достиг-
нув предела текучести σТ, в дальнейшем сохраняет свое усилие N2 = σТA2 
неизменным, а в стержне 1, который теперь вынужденно обязан воспри-
нимать увеличивающуюся нагрузку, напряжения σ(1) стремятся к σТ. 

В момент достижения усилием N1 значения N1= σТA1 вся конструкция 
достигает предельного равновесия, после чего при неизменных предель-
ных значениях N1 и N2 (рис. 1.4) дальнейшее возрастание нагрузки F не-
возможно – система исчерпала несущую способность. 

Теперь составим условие предельного равновесия, а именно, ΣmA = 0 
(рис. 1.4), что дает 0=rFrN+rN 3пред2211 - , откуда 

 

кН47,104=
4,3

)8,24+2,13(24
=

r
)rA+rA(σ

=
r

rN+rN
=F

3

2211т

3

2211

пред . 

 

Используя предыдущий коэффициент запаса K0 = 1,5, подсчитаем до-
пускаемую нагрузку 

 

6,69
5,1
47,104

0
===

K
F

F пред
доп  кН, 

 

что на %6,13%1001
1,63
6,69

≈⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −  больше чем [F ], определенная по методу 

допускаемых напряжений. 
Вывод: метод разрушающих нагрузок позволил вскрыть дополнитель-

ный резерв несущей способности сооружения. Заметим, что для сложных 
систем применение этого метода довольно сложно. 

r1 = 1,2 м 
r2 = 2,8 м

А 

N1=σтA1 N2=σтA2 

Fпред

r3 = 3,4 м 

1 2

Рис. 1.4. Предельное равновесие системы в момент достижения напряже-
нием σ(1) предела текучести σт 
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1.2. Задача 11. Расчет статически неопределимой балки 
 
Основные понятия 
Метод сил является одним из двух основных методов расчета стати-

чески неопределимых систем. При его использовании основными неиз-
вестными в уравнениях совместности деформаций являются силы (внеш-
ние и внутренние), а известными – перемещения в направлении этих сил, 
что и обусловило само название данного метода расчета. 

Решение статически неопределимых систем по методу сил произво-
дится в строго определенном порядке: 

– выявляются лишние связи и устанавливается степень статической 
неопределимости системы; 

– выбирается для расчета основная система; 
– основная система загружается заданной внешней нагрузкой и реак-

циями или усилиями отброшенных связей; 
– составляются уравнения, выражающие условия эквивалентности ос-

новной системы, загруженной заданной внешней нагрузкой и неизвестны-
ми усилиями, приложенными вместо отброшенных связей, и заданной сис-
темой. Эти уравнения составляются по единому правилу и называются ка-
ноническими; 

– определяются коэффициенты при неизвестных усилиях в канониче-
ских уравнениях; 

– решается система канонических уравнений и после определения не-
известных усилий строятся эпюры внутренних сил; 

– выполняются статические и деформационные проверки правильности 
построения расчетных эпюр внутренних усилий. 

Основной при расчете статически неопределимых систем по методу 
сил называется статически определимая и геометрически неизменяемая 
система, полученная из заданной путем отбрасывания лишних связей.  
В качестве лишних при выборе основной системы могут быть приняты как 
внутренние, так и внешние связи. Внешние связи представляют собой свя-
зи опорные, а внутренние – это связи, препятствующие взаимным пере-
мещениям двух смежных сечений. 

Для любой статически неопределимой системы всегда имеется множе-
ство вариантов основной системы. Выбор рациональной основной систе-
мы снижает трудоемкость расчета. 

Условием эквивалентности заданной и основной систем является ра-
венство нулю перемещений по направлению удаленных связей. Запишем 
условие эквивалентности загруженной основной и заданной статически 
неопределимой системы с n лишними связями в развернутой форме, ис-
пользуя принцип независимости действия сил. В соответствии с данным 
принципом перемещение по направлению i-й отброшенной связи 
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0321 =Δ+Δ++Δ++Δ+Δ+Δ=Δ pnk iiiiiii KK , 
 

где kiΔ  – перемещение по направлению i-й отброшенной связи, вызванное 
действие k-й неизвестной силы; piΔ  – перемещение по направлению i-й 
отброшенной связи от действия заданной нагрузки. 

Используя основное свойство линейно деформируемых систем, любое 
перемещение, вызванное действием какой-либо силы, можно выразить в 
виде произведения этой силы на перемещение того же вида и в том же 
направлении от действия соответствующей единичной силы 

 

kkk Xii δ=Δ , 
 

где kiδ  – перемещение по направлению i-й связи от единичной силы, при-
ложенной вместо силы kX ; kX  – искомое усилие. 

Для статически неопределимой системы, имеющей n лишних связей, 
система канонических уравнений имеет вид 

 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

=Δ+δ++δ++δ+δ

=Δ+δ++δ++δ+δ

=Δ+δ++δ++δ+δ

=Δ+δ++δ++δ+δ

.0

,0

,0

,0

2211

2211

222222121

111212111

npnnnnnn

pnn

pnn

pnn

XXXX

XXXX

XXXX

XXXX

KK

LLLLLLLLLLLLLLLLLLLLL

KK

LLLLLLLLLLLLLLLLLLLLL

KK

KK

ii

iiiiiii

ii

ii

 

 

Канонические уравнения выражают условия равенства нулю переме-
щений в основной системе, находящейся под действием заданной внеш-
ней нагрузки и искомых неизвестных сил, в местах приложения и по на-
правлению этих неизвестных. 

Коэффициенты, имеющие одинаковые индексы iiδ , называются главны-
ми, они всегда больше нуля. Коэффициенты с различными индексами kiδ  
называются побочными. Они могут быть положительными, отрицательными 
и равными нулю. Побочные коэффициенты с обратными индексами, соглас-
но теореме о взаимности перемещений, равны между собой ii kk δ=δ . Вели-
чины piΔ  называют грузовыми членами канонических уравнений. 

На основе принципа независимости действия сил усилия в произволь-
ных сечениях элементов статически неопределимой системы, имеющей n 
лишних связей, определяются по уравнению: 

 

∑
=

+=
n

pрасч XSSS
0

0

i
ii , 

где 0
pS  – усилия в основной системе от заданной нагрузки; iS  – усилия от еди-

ничных нагрузок, приложенных в направлениях действия лишних неизвестных. 
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Правильно построенные эпюры должны удовлетворять условию равно-
весия и условию деформирования заданной системы. С этой целью вы-
полняют статическую и деформационную проверки. 

Статическая проверка состоит в проверке равновесия любого узла 
или любой части системы от действия внешних и внутренних силовых фак-
торов, приложенных к выделенной части. 

Деформационная проверка заключается в проверке отсутствия пере-
мещений основной системы по направлению отброшенных связей от дей-
ствия заданной нагрузки и лишних неизвестных. 

 

Условие примера 
Балка постоянной изгибной жесткости EJ в пролетах статически нагру-

жена (рис. 1.5, а). Требуется построить расчетные эпюры усилий и подоб-
рать двутавровое сечение при [σ] = 160 МПа = 16 кН/см2. 

 

Расчет 
1. Степень статической неопределимости определяется по формуле 

Л = Н – У = 4 – 3 = 1. 

Неизвестными Н являются опорные реакции H0, R0, R1, R2. Число неза-
висимых уравнений равновесия для плоской задачи У = 3. 

2. Выбор основной системы в виде двух шарнирно опертых балок  
(рис. 1.5, б) путем разреза балки шарниром над опорой 1. Такая основная 
система для многопролетной неразрезной балки называется рациональной. 

3. Принимая за лишнее неизвестное изгибающий момент во введенном 
шарнире, составляем уравнение совместности деформаций в форме ка-
нонического уравнения метода сил: 

 

 01111 =Δ+δ FX , (1.4) 
 

где 1X  – искомый изгибающий момент в опорном сечении 1; 11δ  – угловое 

перемещение на опоре 1 от 1X  = 1; F1Δ  – угловое перемещение в том же 
сечении от нагрузки (рис. 1.5, в, г, д, е). Эпюры изгибающих моментов 0

1M  
и 0

FM  в основной системе строим в каждом пролете самостоятельно как 
обычно. Все здесь сказанное относится к основной системе и ее единич-
ному (от 1X  = 1) и грузовому (от всех нагрузок) состояниям. 

4. Определение коэффициентов 11δ  и F1Δ  выполняем по формуле Мо-
ра. Вычисления можно проводить способом Верещагина («перемножени-
ем» эпюр). При этом, чтобы не находить положение центра тяжести пло-
щади эпюры, можно использовать формулу трапеций или формулу Симп-
сона. Используем формулу Симпсона: 

 

 )baba4ba(
EJ6

∆ прпрсрсрлл ++= ∑
i

i
i

l
; (1.5) 
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m = 10 кНм   q = 60 кН/м   
F = 100 кН   

EJ1 = EJ   EJ2 = EJ   
Ρ1 = 6 м

Ρ2 = 10 м

a2 = 6 м b2 = 4 м 

0   1   2   

0   1   2   

a   

б   

в   
1   2   

1
0 6

1 −= мR  
1

2 10
1 −= мR

11 =X  11 =X
11δ  

г   

1 
0,7 0,4 0,2

0,5 

Эп. о
1M

[1] 

m = 10 кНм   q = 60 кН/м   
F = 100 кН   

0   1   2   

д   
F1Δ  

R0F = 178,33 кН R2F = 60 кН 

10 

240
120 

265 

е   
Эп. о

FM
[кНм]

Рис. 1.5. Статически неопределимая балка: а – заданная система; б – основная 
статически определимая система; в – воздействие лишней неизвестной 1X  = 1;
г – эпюра изгибающих моментов от 1X  = 1; д – воздействие нагрузки в основной 
системе; е – эпюра изгибающих моментов от нагрузки 

120
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5. Лишнее неизвестное 1X  вычисляем из канонического уравнения 

.4,204
333,5

1090

11

1
1 кНмX F −=−=

δ

Δ
−=  

 
6. Строим истинную эпюру изгибающих моментов от 1X  (рис. 1.6, б) и, 

складывая ее алгебраически с грузовой эпюрой 0
FM  (рис. 1.6, а) по схеме 

1
0

1
0 XMMM Fрасч += , получаем окончательную (расчетную) эпюру изгибаю-

щих моментов (рис. 1.6, в). Она обязательно должна быть проверена!  
С этой целью выполним деформационную проверку  

 
0"" 0

11 =×=ϕ MMрасч , 
 

где 1ϕ  – угол взаимного поворота сечений на опоре 1 (здесь его физически 
не должно быть!), 
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Эпюра расчM  верна. 
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7. Построение расчетной эпюры расчQ  поперечных сил в данной задаче 
удобно выполнить по известной формуле 

 

 ,
2 уч

левпруч

прав
лев

MMq
Q

l

l −
+±=  (1.6) 

 

a   

б   

в   

0   1   2   

г   

Y 
F = 100 кН  

0   

д   

10 

240
120

265 

е   

Эп. о
FM

[кНм] 

Рис. 1.6. Построение расчетных эпюр внутренних усилий: а – эпюра изгибающих 
моментов от нагрузки; б – эпюра изгибающих моментов от X1 = –204,4 кНм; 
в – расчетная эпюра изгибающих моментов; г – расчетная эпюра поперечных 
сил; д – проверка равновесия балки в целом; е – схема изогнутой оси балки (уп-
ругая линия) (кружочками показаны точки перегиба оси) 
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где constq =  – интенсивность равномерно распределенной нагрузки на 
участке; учl  – длина рассматриваемого участка; прM , левM  – изгибающие 
моменты на правом и левом концах участка, берущиеся со своим знаком. 

I участок (первый пролет) – q = 60 кН/м; == 1ll уч  6 м; 

 ;4,32180
6

)10(4,204
2

660
+±=

−−−
+

⋅
±=

прав
левQ  

 ;6,1474,32180 кНQлев =−=   .4,2124,32180 кНQправ =−−=  

II участок (левая часть пролета 2) – q = 0; =учl  6 м; 

 .44,60
6

)4,204(24,158 constкНQ
прав
лев ==

−−
=  

III участок (правая часть пролета 2) – q = 0; =учl  4 м; 

 .56,39
4

24,1580 constкНQ
прав
лев =−=

−
=  

Эпюра расчQ  приведена на рис. 1.6, г. 
8. Определение опорных реакций и проверка равновесия балки в целом. 

Реакции опор легко устанавливаются по абсолютным значениям скачков на 
эпюре расчQ  при ее обходе по контуру слева направо (рис. 1.6, д). Взяв сум-
му проекций всех сил на ось Y, имеем: 

∑ =−=−−++=−−++= ,046046010036056,398,2726,146210 FRRRRY q  

где qR  – равнодействующая распределенной нагрузки. 
Балка – в равновесии, расчет верен. 
9. По виду эпюры расчM  и с учетом, что балка скреплена с опорами, 

изображаем в произвольном масштабе схему изогнутой оси (рис. 1.6, е). 
10. Подбор сечения балки по сортаменту ГОСТ 8239-89 (двутавры). 
Сначала установим значение Mmax  в первом пролете для сечения с 

абсциссой 0z  (там 
0zQ = 0) из условия 0

dz
dM

Q
1

z
z

1
0

==  или из условия 

0000
=−= qzRQz , откуда: 
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м
q

Rz 46,2
60

6,1470
0 ===  (рис. 1.6, г). 

Тогда в первом пролете  

55,171
2
46,2601046,26,147

2
max

22
0

000
=⋅−−⋅=−−=

zqmzRMz  кНм. 

Сравнивая наибольшие по абсолютной величине расчетные изгибающие 
моменты (см. рис. 1.6, в), устанавливаем опасное сечение на опоре 1 

4,204max =M  кНм. Из условия прочности при изгибе 

 
xW
Mmax

max =σ  m [ ] %5±σ  (1.7) 

ищем требуемый момент сопротивления: 

треб
xW  l [ ]

3
2

2

5,1277
16

104,204max
см

смкН
кНсмM

=
⋅

=
σ

. 

Проверим  № 45  с =xW  1231 см3. 

2
2

6,16
1231

104,204max смкН=
⋅

=σ > [ ]σ  на 3,78 %. 

Можно принять в целях экономии металла, так как масса балки подоб-
ранного двутавра составляет кгммкгG 1064165,66 =⋅=γ= l , но с неко-
торым перенапряжением (< 5 %). Если взять  № 50 с =xW  1589 см3, то 
масса балки составит кгммкгG 1256165,78 =⋅=γ= l  с излишним запа-
сом прочности: 

2
2

86,12
1589

104,204max смкН=
⋅

=σ < [ ]σ  на 19,6 %. 

 
 

2. СЛОЖНОЕ СОПРОТИВЛЕНИЕ 
 

При простых видах деформации (осевое растяжение или сжатие, сдвиг, 
кручение, плоский изгиб) в поперечных сечениях возникает только одно 
внутреннее усилие (продольная или поперечная сила, крутящий или изги-
бающий момент), за исключением плоского поперечного изгиба. На прак-
тике же большинство элементов конструкций и машин подвергается дей-
ствиям сил, вызывающих одновременно не одну из указанных деформа-
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ций, а две и более. Различные комбинации простых деформаций называ-
ются сложным сопротивлением.  

В общем случае нагружения бруса в его поперечных сечениях дейст-
вуют шесть компонентов внутренних усилий (N, Qx, Qy, Mx, My, Mкр). 

На основании гипотезы о независимости действия сил напряженное 
состояние стержня определяется суммированием напряженных состояний, 
вызванных каждым видом простого нагружения в отдельности. Принцип 
суперпозиции применим в тех случаях, когда деформации малы, а мате-
риал подчиняется закону Гука. 

 

2.1.  Задача 12. Одновременный изгиб призматической балки  
        в главных ее плоскостях. Подбор сечения при сложном изгибе  
        по допускаемым напряжениям 
 

Основные понятия 
Изгиб называется косым, если плоскость действия изгибающего мо-

мента (силовая плоскость), возникающего в поперечном сечении бруса, 
не совпадает ни с одной из его главных плоскостей. Различают плоский 
косой изгиб и пространственный косой изгиб. В первом случае упругая 
линия бруса – плоская кривая, во втором – пространственная. 

Возникающий в поперечном сечении изгибающий момент раскладыва-
ют на два изгибающих момента, действующих в плоскостях, проходящих 
через главные оси сечения. 

При косом изгибе нормальные напряжения в любой точке поперечного 
сечения с координатами (x, y) будут равны алгебраической сумме напря-
жений от изгиба в обеих плоскостях 

x
J
M

y
J
M

y

y

x

x +=σ . 

Для сечений с двумя осями симметрии, имеющих одинаково удаленные 
от главных осей угловые точки (например, прямоугольник, двутавр), усло-
вие прочности записывается в виде 

y

y

x

x
W
M

W
M

+=σmax  m [σ]. 

Для расчета на прочность бруса с поперечным сечением произвольной 
формы следует определить положение нулевой (нейтральной) линии, про-
ходящей через центр тяжести сечения. Тангенс угла наклона нулевой ли-
нии с осью 0x определяется как 

yx

xy

JM
JM

tg =α0 . 
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Максимальные нормальные напряжения возникают в наиболее уда-
ленных от нулевой линии точках поперечного сечения. 

Для сечений круглого сплошного, кольцевого, квадратного и других се-
чений, у которых все центральные оси главные, косой изгиб невозможен. 
Расчет производится по результирующему изгибающему моменту 

22
yxи MMM += , 

как в случае обычного плоского изгиба 

u

и
W
M

=σmax  m [σ]. 

Условие примера 
 

Деревянная балка прямоугольного поперечного 
сечения t × h (рис. 2.1) подвергается сложному изги-
бу. Требуется подобрать размеры сечения из усло-
вия прочности по нормальным напряжениям. Допус-
каемое напряжение [σ] = 12 МПа = 1,2 кН/см2.  
Отношение поперечных размеров h / t = 1,5. Линей-
ные размеры балки и нагрузка даны на рис. 2.2.  

 
 

Y 

X

t 

h 

C 

Рис. 2.1. Попе-
речное сечение

Рис. 8. Исходные данные: а – заданная балка; б – расчетная схема 

Y 
X 

Z A 

B

0 

F1 

F2m1

m2

главная плоскость Y0Z
главная плоскость X0Z 

Z 

Y X 

A 

B 

F1= 10 кН

F2= 6 кН

0 

m1 
m2

a = 0,5 м b = 0,5 м c = 0,4 м
 = 1,4 м

б) 

а) 
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Расчет 

1. Построение эпюр изгибающих моментов выполняется обычным об-
разом в плоскостях X0Z и Y0Z (рис. 2.3). 

2. В рассматриваемом случае условие прочности имеет вид: 

 
Y

Y

X

X

W
M

W
M

+=σmax  m [σ] , (2.1) 

где XM , YM  – абсолютные величины изгибающих моментов в опасных 
сечениях балки; WX, WY – моменты сопротивления относительно главных 
центральных осей сечения. 

Условие прочности преобразуем к виду, удобному для расчета. Момен-
ты сопротивления вычисляются по формулам: 

 
6

2htWX = ,   
6

2 htWY = . (2.2) 

Рис. 2.3. Эпюры изгибающих моментов: а – в плоскости Y0Z; б – в плоскости X0Z

б 

а 

Z

X 

A 

B F2= 6 кН

0 

m1 m2

Z

Y 

A 

B 

F1= 10 кН0 
m1 m2

RAY = 6,428 кН 

RBY = 3,572 кН 

3,214
1,428 Эп. MX 

[кНм] 

RAX = 1,714 кН RBX
 = 4,286 кН

0,857 1,714 Эп. MY 
[кНм] 
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Вынося за скобку слагаемое 
X

X

W
M

 и учитывая, что 
5,1
ht = , получим,  

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=σ

X

YX

M
M

h
M

5,11
9

max 3  m [σ], (2.3) 

откуда размер h выражается как 

 h l 3 5,11
][

9
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

σ X

YX

M
MM

. (2.4) 

Опасным является сечение m1 или m2 (рис. 2.3, а, б). По сечению m1 
получим 

h1 l 15
10214,3
10857,05,11

2,1
10214,39

3
2

22
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⋅
⋅

+
⋅⋅  см. 

В свою очередь по сечению m2 

h2 l 4,14
10428,1
10714,15,11

2,1
10428,19

3
2

22
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⋅
⋅

+
⋅⋅  см. 

Имеем два результата: сечение m1 f h1 = 15 см; t1 = 15/1,5 = 10 см; се-
чение m2 f h2 = 14,4 см; t2 = 14,4/1,5 = 9,6 см. 

Естественно принимаем больший из размеров t × h = 10 × 15 см. 
Заметим, что для элементов конструкций из древесины вычисляемые 

размеры принято, по технологическим соображениям округлять до целых 
сантиметров в большую сторону. Например, пусть расчетом получены 
размеры h = 21,3 см, t = 12,6 см. Следует принять h = 22 см, t = 13 см. 

3. Построение эпюры нормальных напряжений в опасном сечении m1. 
Предварительно подсчитаем отношение осевых моментов инерции 

25,2
10
1512

12 2

2

2

2

3

3
===⋅=

t
h

ht
ht

J
J

Y

X . 

Тогда положение нулевой линии в сечении определится как 

6,025,2
214,3
857,0

0 =⋅=⋅=α
Y

X

X

Y

J
J

M
M

tg . 
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Угол наклона нулевой линии o310 ≅α . Эпюра σ дана на рис. 2.4.  
Напряжения в опасных точках сечения  

 

МПасмкН 12/199,1
214,3
857,05,11

15
10214,39 2

3

2

min
max ≅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⋅⋅
±=σ . 

 
  

2.2. Задача 13. Сложное сопротивление жесткого бруса 
 
Основные понятия 
В случае совместного действия на балку косого изгиба и осевого рас-

тяжения или сжатия в соответствии с принципом независимости действия 
сил нормальные напряжения в произвольной точке поперечного сечения с 
координатами (x, y) определяют по формуле 

x
J
M

y
J
M

A
N

y

y

x

x
MMN yx

++=σ+σ+σ=σ . 

Для стержней из материалов, одинаково работающих на растяжение и 
сжатие с поперечными сечениями, имеющими угловые точки, равноуда-
ленные от главных осей (например, прямоугольник, двутавр), условие 
прочности имеет вид 

Y

X C
MX 

MY

12 

12 

Эп. σ 
(MПа) 

Нул
ева

я

лин
ия

α0=31° 

Рис. 2.4. Эпюра нормальных напряжений σ и положение нулевой линии 

KS

KR
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y

y

x

x

W
M

W
M

A
N

++=σmax  m [σ]. 

Нулевая линия при действии изгиба с растяжением или сжатием не 
проходит через центр тяжести поперечного сечения. Абсолютные величи-
ны отрезков ax и ay, отсекаемых нулевой линией на осях координат, опре-
деляются из выражений: 

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

==

==

,

;

2

2

x
x

x

x
y

y
y

y

y
x

M
N

A
J

M
Na

M
N

A
J

M
Na

i

i
 

где ix и iy – главные радиусы инерции сечения. 
В случае, когда параллельная оси стержня нагрузка приложена внецен-

тренно (с эксцентриситетом), возникает внецентренное растяжение (сжа-
тие).  Внутренние усилия: 

N = F;  Mx = FyF;  My = FxF, 
где F – величина приложенной силы; yF и xF – координаты точки приложе-
ния нагрузки. Напряжения в произвольной точке сечения вычисляются по 
формуле 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
++=σ yyxx

A
N

x

F

y

F
221

ii
. 

Выпуклая область вокруг центра тяжести сечения, внутри которой при-
ложение силы F вызывает во всех точках поперечного сечения напряже-
ния одного знака, называется ядром сечения. Для построения ядра сече-
ния необходимо задаться различными положениями нулевой линии, про-
водя ее касательно к контуру и нигде не пересекая его, и вычислить коор-
динаты соответствующих точек приложения силы по формулам: 

y

x
я a

y
2i

−= ; 
x

y
я a

x
2i

−= . 

Вычисленные точки определяют 
контур ядра сечения. 

 

Условие примера 
Для бруса определить грузоподъ-

емность [ ]F  при К1 = 0,5; К2 = 2;  
[ ] =σ 20 МПа = 2 кН/см2 из условия 
прочности по нормальным напряже-
ниям. Схема поперечного сечения 
показана на рис. 2.5. Схема бруса и 
нагрузки дана на рис. 2.6. 

2,5 10 5 5 10 2,5

17,5 17,5 
35 

5 
5 

5 
15

 

Y1 Y2
YC 

C1 C2 C XC

Рис. 2.5. Поперечное сечение (размеры 
указаны в сантиметрах) 



 24 

Расчет 
1. Геометрические характеристики сечения. 
В силу симметрии сечения оси CCCyx  – главные. 
Площадь 42551021535 =⋅⋅−⋅=A  см2. 
Главные центральные моменты инерции: 

9635
12

5102
12

1535 33

=
⋅

⋅−
⋅

=
CxJ  см4; 

F1=K1F=0,5F

F2=K2F=2F 

C
xC 

yC

zС 

H
=1

5
см

B=35 см

b = 0,4  м

xC 

xC 

yC 

yC

40  cм

80  cм z1 
z2 

0,5F

2F

A0 

S
L mX=15F 

mY=35F 

2F

2F 

15F
15F

55F 

35F 

35F 

Эп. N 
[кН] 

Эп. MX 
[кНм] 

Эп. MY 
[кНм] 

Рис. 2.6. Сложное сопротивление жесткого бруса: а – заданная систе-
ма; б – приведение сил к главным осям; в – эпюры внутренний усилий 

консоль 

a 

б 

в 

Опасное 
сечение 
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4276010510
12

5102
12

1535 2
33

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⋅+⋅−⋅=

CyJ  см4. 

Моменты сопротивления: 

1285
5,7

9635
max

===
y
J

W C
C

x
x  см3; 

2443
5,17

42760
max

===
x
J

W C
C

y
y  см3. 

Радиусы инерции: 

76,4
425

9635
===

A
J

C
C

x
xi  см;   03,10

425
42760

===
A

J
C

C

y
yi  см. 

Квадраты радиусов инерции: 

66,2276,4 22 ==
Cxi  см2;   

6,10003,10 22 ==
Cyi  см2. 

2. Приведение внешних сил к глав-
ным осям торцового сечения консоли 
(рис. 2.7). 

Перенося силу FF 22 =  к центру С 
сечения, получаем эквивалентную сис-
тему нагрузок на торце консоли, вклю-
чающую силу F2  и моменты относи-
тельно осей Cx  и Cy : 

кНсмFFFymx 155,722 max =⋅== ; 

кНсмFFFxmy 355,1722 max =⋅== . 

3. Построение эпюр усилий (рис. 2.6, в). 
Участок SL.  

constFN == 2  – растяжение;  
constкНсмFmM xx === 15  – растянуты верхние волокна; 
constкНсмFmM yy === 35  – растянуты правые волокна. 

Участок А0S.  
constFN == 2  – растяжение;  

221 5,015 zFFzFmM xx ⋅+=+=  – растянуты верхние волокна;  

xC

yC 

F2 = 2F

mx=15F

my=35F 

2F 
zC 

y m
ax

 

xmax

xmax = 17,5 см
ymax = 7,5 см

Рис. 2.7. Приведение нагрузки к 
главным осям торцевого сечения 

С 



 26 

кНсмFMx 15)0( = ;   
кНсмFFFMx 55805,015)80( =⋅+= ; 

constкНсмFmM yy === 35  – растянуты 
правые волокна. 

4. Условие прочности для опасной точки 
опасного сечения A0.  

В угловых точках показаны знаки нор-
мальных напряжений от N (�), MX (c), MY ( ). 
Опасной является точка f (рис. 14). 

Условие прочности для опасной точки f 
имеет вид 

CC y

y

x

x
f W

M
W
M

A
N

++=σmax  m [σ].      (4.1) 

 
При подстановке в условие прочности внутренних усилий в опасном се-

чении N = 2F, MX = 55F, MY = 35F получим 

][F  m 3,32

24432
42535

12852
4255512

2425

2
35

2
5512

][
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⋅
⋅

+
⋅
⋅

+

⋅
=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++

σ

CC YX W
A

W
A

A  кН. 

 

Итак, допускаемая грузоподъемность соответствует нагрузке 
F1 = 0,5F = 16,15 кН, F2 = 2F = 64,6 кН. 

5. Построение ядра сечения (рис. 2.9). 
Координаты угловых точек ядра в осях xCСyC вычисляются по формулам: 

x

y
я a

x C
2i

−= ;      
y

x
я a

y C
2i

−= ,                                     (2.6) 

 
где aX, aY – отрезки, отсекаемые 
на главных осях касательными к 
контуру сечения нулевыми ли-
ниями I, II, III, IV, откуда полу-
чим координаты точек 1, 2, 3, 4. 
Например, задав нулевую ли-
нию I–I, имеем aX = +17,5 см, 
aY = ×, так что координаты точки 

1 74,5
5,17
6,100

1 −=−=x  см; 

066,22
1 =

∞
−=y  и т. д. Координа-

ты точек:  
т. 2 (x2 = 0; y2 = + 3,02 см);  
т. 3 (x3 = + 5,74 см; y3 = 0);  
т. 4 (x4 = 0; y4 = – 3,02 см). 

xC

yC 

5,74 5,74 

3,02 

3,02 

17,5 17,5 

7,
5  

7,
5  

1 

2 

3 

4 

I 

I 

III 

III 

IIII 

IVIV 

Рис. 2.9. Ядро сечения (размеры указаны в 
сантиметрах) 

xC 

yC 
f 

MX MY 
N

Рис. 2.8. Определение опас-
ной точки в опасном сечении

С 

сечение A0 
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2.3. Задача 14. Проверка прочности стержня круглого поперечного 
             сечения при сложном напряженном состоянии 

 
Основные понятия 
Одновременное действие изгиба и кручения приводит к возникнове-

нию в опасной точке поперечного сечения бруса плоского напряженного 
состояния, поэтому для определения эквивалентного напряжения σэ че-
рез нормальные σ и касательные τ напряжения используют одну из тео-
рий прочности: 

1. Теория наибольших нормальных напряжений (для весьма хрупких и 
достаточно однородных материалов – стекло, гипс, керамика): 

 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ τ+σ+σ=σ 22 4

2
1

кuuэ
I  m [σ]. 

 
2. Теория наибольших удлинений (формула Сен-Венана – для хрупких 

материалов): 
 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ τ+σ+σ=σ 22 465,035,0 кuuэ

II  m [σ]. 
 
3. Теория наибольших касательных напряжений (для материалов, оди-

наково сопротивляющихся растяжению и сжатию): 
 

22 4 кuэ τ+σ=σIII  m [σ]. 
 
4. Энергетическая теория (критерий удельной потенциальной энергии 

формоизменения – для пластичных материалов, одинаково сопротивляю-
щихся растяжению и сжатию): 

 
22 3 кuэ τ+σ=σIV  m [σ]. 

 
5. Гипотеза прочности Мора (для материалов, имеющих различную 

прочность на растяжение и сжатие – легированная сталь, чугун, некото-
рые сплавы): 

 

22 4
2

1
2

1
кuuэ

mm
τ+σ

+
+σ

−
=σV  m [σ], 

 

где m – отношение пределов прочности на растяжение и сжатие. 
 
Условие примера 
Для конструкции (рис. 2.10), у которой участок A0–B круглого сечения, про-

верить прочность в опасной точке участка A0–B при [ ] =σ 160 МПа = 16 кН/см2.  
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xC 

yC 

z1 

z2 

F2=12 кН F3=418 кН

A0 

S

B 

418 

418 

6

9,6 

5,7

Эп. N 
[кН] 

Эп. MX
[кНм] 

Эп. MY
[кНм] 

Рис. 2.10. Сложное сопротивление круглого стержня: а – заданная 
система; б – расчетная схема; в – эпюры внутренних усилий 

a 

б 

в 

F1=19 кН

с 0,4 м
 =  

b = 0,5 м 

a = 0,3 м 

4,8 

4,8 

Эп. Mкр
[кНм] 

F1 F2

z 

d = 16 см

B 
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Расчет 
1. Построение эпюр усилий на участке A0–B. По рис. 2.10, б имеем сле-

дующее. 
Участок S–B: 0 m z1 m 0,5 м; 

∑ =−=−== constкНFFN пр
zz 41831

 – сжатие; 

∑ −=−== 112)( 12
1

zzFmM пр
xzx  – растянуты верхние волокна; 

0)0( =xM ; кНмMx 65,012)5,0( −=⋅−= ; 
constM zy == 0)( 1

;  

constкНмcFmMM пр
zкрzz =−=⋅−=−=== ∑ 8,44,0122)( 1

. 
Участок A0–S: 0 m z2 m 0,3 м; 

∑ =−=−== constкНFFN пр
zz 41832

 – сжатие; 

∑ −−=+−== 222)( 126)5,0(
2

zzFmM пр
xzx  – растянуты верхние волокна; 

кНмMx 6)0( −= ; кНмMx 6,93,0126)3,0( −=⋅−−= ; 

221)( 19
2

zzFmM пр
yzy === ∑  – растянуты ближние волокна;  

0)0( =yM ; кНмMy 7,53,019)3,0( =⋅= ; 

constкНмcFmMM пр
zкрzz =−=⋅−=−=== ∑ 8,44,0122)( 2

. 
В рассматриваемом 

случае влиянием попе-
речных сил Qx и Qy пре-
небрегаем из-за их малой 
величины, поэтому эпюры 
Qx и Qy не приводятся. 

2. Установление опас-
ной точки в опасном се-
чении. 

Опасным сечением 
участка A0–B является се-
чение A0 (защемление), 
так как в этом сечении все 
усилия имеют наиболь-
шее значение. 

В сечении действуют 
два изгибающих момента 
Mx = 9,6 кНм и My = 5,7 кНм, 
векторная диаграмма кото-
рых показана на рис. 2.11. 
Результирующий изгибаю-
щий момент для круглого 
сечения  

С

d 
= 

16
 с
м

 

f

Mx 

My 
Mизг 

xC 

yC

плоскост
ь

изгиба

90

α=30,7Q

β=59,3Q

опасная 
точка 

σM σN

σN σM

τкр τкр 

а

б

Рис. 2.11. Опасное сечение A0: а – к опре-
делению положения опасной точки; б – на-
пряженное состояние в опасной точке  
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кНмMMM yxизг 16,117,56,9 2222 =+=+=  

и в точке f вызывает нормальное напряжение 
x

изг
W
M

−=σmax . 

Плоскость изгиба проходит через центр тяжести сечения и ее положе-
ние определяется углом  

°≈−°=β 3,5990
x

y

M
M

arctg . 

3. Проверка прочности по теории наибольших касательных напряжений 
(третья теория прочности). 

В опасной точке f, помимо напряжения σM, возникает нормальное на-
пряжение от продольной силы N = –418 кН и от крутящего момента 
Mкр = 4,8 кНм, касательное напряжение 

кр

кр
кр W

M
=τ . 

Полное нормальное напряжение в точке f составит  

87,4
200
418

402
1016,11

23

2
−=−

⋅
−=−−=σ+σ=σ

см
кН

см
кНсм

A
N

W
M

x

изг
NM  кН/см2, 

где 402
32

1614,3
32

33
=

⋅
=

π
=

dWx  см3 – осевой момент сопротивления кругло-

го поперечного сечения; 200
4

1614,3
4

22
=

⋅
=

π
=

dA  см2 – площадь попереч-

ного сечения. 
Касательное напряжение в точке f составит 

6,0
803,8

108,4
3

2
−=

⋅
−==τ

см
кНсм

W
M

кр

кр
кр  кН/см2, 

где 8,803
16

1614,3
16

33

кр =
⋅

=
π

== ρ
dWW  см3 – полярный момент сопротивления. 

Эквивалентное напряжение по третьей теории прочности 

 02,56,0487,44 2222 =⋅+=τ+σ=σ крэкв
III  кН/см2 < [σ] = 16 кН/см2. 

Прочность обеспечена с большим запасом. 
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3. РАСЧЕТЫ НА УСТОЙЧИВОСТЬ, ДИНАМИКУ И ВЫНОСЛИВОСТЬ 
 
3.1. Задача 15. Расчеты на устойчивость  
        центрально сжатых прямых стержней 
 
Основные понятия 
В системах, находящихся в деформиро-

ванном состоянии (например, сжатых), уп-
ругое равновесие между силами внешними 
(нагрузкой) и внутренними (усилиями) мо-
жет быть как устойчивым, так и неустойчи-
вым. Упругое равновесие устойчиво, если, 
например, сжатый стержень при малом от-
клонении боковой силой P стремится воз-
вратиться к первоначальному состоянию и 
возвращается после удаления силы P. Ес-
ли же после малого отклонения (рис. 3.1, б) 
и удаления силы P стержень продолжает 
искривляться, это явление называется по-
терей устойчивости деформированного 
состояния тела (явление выпучивания). 
Потеря устойчивости первоначальной формы равновесия для большинст-
ва элементов конструкций является причиной исчерпания их работоспо-
собности, что может привести к катастрофе всей конструкции. Случаи та-
кие не единичны. Та сжимающая нагрузка, при которой сжатый стержень 
перестает быть устойчивым в отношении любого малого отклонения, на-
зывается критической силой Fкр.  

Пусть сжатию подвергаются два стержня (рис. 3.1, а, б) из одного 
материала и одинакового поперечного сечения, но разной длины. Ока-
зывается, что короткий стержень выдержит нагрузку F1 бóльшую, не-
жели длинный (F1 > F2). Это объясняется тем, что короткий стержень 
продолжает, оставаясь прямым, работать вплоть до разрушения ма-
териала и для него критической силой является F1кр = Aσоп, где σоп – 
опасное для данного материала напряжение (для хрупкого – предел 
прочности σпч Þ σвр, для пластичного – предел текучести σт), A – пло-
щадь поперечного сечения. При загружении же длинного стержня на-
грузка F2 не успевает достигнуть значения F1кр, так как до этого стер-
жень выпучится (потеряет устойчивость), т.е. достигнет критического, 
опасного для себя значения нагрузки F2кр. Насколько опасно прибли-
жение величины нагрузки к значению F2кр видно из рис. 3.2, где пре-
вышение нагрузкой значения F2кр всего на 6,3 % вызывает огромные 
деформации (прогибы), т. е. по существу катастрофическую ситуацию. 

F1

F2 
F2 >Fкр

P 

а б

Рис. 18. Упругое равно-
весие: а – устойчивое; 
б – неустойчивое 
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F2 =1,063Fкр 
Ρ 

40°

Рис. 3.2. Потеря 
устойчивости 

F2 =Fкр 

0,
88

1

Грозное явление! Что и было продемонстриро-
вано крушением огромного моста (г. Квебек, 
Канада). Итак, устойчивость сжатых стержней 
при прочих равных условиях определяется их 
длиной, что характеризуется безразмерной ве-
личиной, так называемой гибкостью  

        
i
lμ

=λ ,                              (3.1) 

где μ  – коэффициент, учитывающий способ закре-
пления концов сжатого стержня (коэффициент при-
ведения длины), определяется согласно прил. 1, 

рисунок; Ρ – реальная длина стержня; 
A
J

=i  – радиус инерции; J – момент 

инерции; A – площадь поперечного сечения. С точки зрения гибкости λст 
стержни принято подразделять на три категории (рис. 3.3): стержни большой 
гибкости (λст ≥ λпр), средней гибкости (λ0 < λст < λпр) и малой гибкости (λст ≤ λ0), 
где для стержней из малоуглеродистой стали Ст3 λ0 = 60,  предельная гиб-
кость 

 100
200

10210 52
≅

⋅⋅
≅

σ
π

=λ
МПа

МПаE
пц

пр .  (6.2) 

 

Рис. 3.3. Зависимость между критическими напряжениями 
и гибкостью стержня из малоуглеродистой стали 

λ λпр=100λ0 150 500 

100 

300 

σпц=200 
σт 

σкр, МПа 

400 

прямая Ясинского 

гипербола Эйлера 
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При вычислении коэффициента запаса устойчивости Kу = Fкр / Fраб для 
сжатых стержней критическая нагрузка Fкр в зависимости от гибкости λст 
определяется по формулам: 

– при λст  ≤ λ0 Fкр = Aσт; 
– при λ0 < λст < λпр Fкр = (a – bλст)A (Ф.С. Ясинского); 

– при λст ≥ λпр 2
min

2

)( lμ
π

=
EJFкр  (формула Эйлера), где Jmin – главный мо-

мент инерции сечения.  
Для Ст3 a = 310 МПа = 31 кН/см2; b = 1,14 МПа = 0,114 кН/см2. 
 
Условие примера 
Для центрально сжатой стальной стойки, закрепленной в соответствии 

с рис. 3.4, при [σ] = 160 МПа, требуется: 
1) из условия устойчивости определить грузоподъемность [F ] стойки, 

имеющей поперечное сечение в виде двутавра  № 30; 
2) найти критическую силу Fкр и коэффициент запаса по устойчивости; 
3) загружая стойку нагрузкой [F], определенной в п. 1 данной задачи, 

подобрать поперечное сечение в виде: 
а) кольца с соотношением внутреннего и наружного диаметров α = 0,76; 
б) составного сечения из двух прокатных профилей (подбор сечения 

провести исходя из условия равноустойчивости в обеих плоскостях: yx λ=λ ). 
 
Расчет 
1. В соответствии с характером закрепления концов стойки устанавли-

ваем коэффициенты приведения длины (рис. 3.4): при возможном выпучи-
вании в плоскости y0z берем μx = 0,5, в плос-
кости же x0z – μy = 0,7. Допускаемая нагрузка 
определяется по формуле 

                  σ 
A

F
ϕ

=  ≤ [σ],                (3.3) 

применяемой в практических расчетах на ус-
тойчивость. 

Тогда [F ] ≤ ϕA[σ], где A – площадь попе-
речного сечения; ϕ – коэффициент продоль-
ного изгиба (коэффициент снижения основ-
ного допускаемого напряжения), зависящий 
от гибкости и материала стойки. 

Начинаем с определения гибкостей в обе-
их главных плоскостях стойки. 

Рис. 3.4. Расчетные схемы 
стойки 

 Ρ
 =

 3
,4

 м

F

μx=0,5

F

μy=0,7 

yx 

x 

x

y

y 

0 0 

z z
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Геометрические характеристики двутавра  № 30 (ГОСТ 8239-89): пло-
щадь A = 46,5 см2; радиусы инерции ix = 12,3 см, iy = 2,69 см (прил. 2). 

Тогда гибкости 

35,12
3,12
3405,0

=
⋅

=
μ

=λ
см
см

i x

x
x

l ; 2,63
69,2
3407,0

=
⋅

=
μ

=λ
см
см

i y

y
y

l
. 

Определяем [F ] по наибольшей гибкости. Из таблицы коэффициентов ϕ 
(прил. 1, таблица) путем линейной интерполяции устанавливаем ϕст при λy = 
= 63,2 (рис. 3.5): 

,844,0)2,6370(
10

81,086,081,0)(
10
1 =−

−
+=λ−λ

ϕ−ϕ
+ϕ=ϕ −

стn
nn

nст  

следовательно, 

[F ] m 0,844·46,5·16 = 628 кН. 

Далее определим коэффициент 
запаса устойчивости для рассмотрен-
ной выше стойки. Так как наибольшая 
гибкость стойки меньше предельной 
для ее материала, которая для Ст3, 
как отмечалось ранее, равна 100, кри-
тическую силу определяем по форму-
ле Ф.С. Ясинского: 

 

5,11065,46)2,63114,031()( =⋅⋅−=λ−= AbaFкр  кН. 

Коэффициент запаса устойчивости 

76,1
628

5,1106
][

===
F

F
K кр
уст . 

2. Подбор размеров стойки кольцевого сечения (стальная труба). 
Определим геометрические характеристики сечения (рис. 3.6) при 

76,0==α
D
d . 

Площадь 2222
222

332,0)76,01(
4
14,3)1(

444
DDDdDA =−=α−

π
=

π
−

π
= , 

отсюда AAD 736,1
332,0

== . 

Рис. 3.5. Линейная интерполяция

ϕn-1=0,86 
ϕn=0,81 

ϕст =? 

λn-1=60 λст=63,2 λλn=70 
10 
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Моменты инерции 4444
4

0327,0)76,01(
64
14,3)1(

64
DDDJJJ yx =−=α−

π
=== .  

Радиусы инерции DD
A
J

yx 312,0)76,01(
4

2 =+==== iii . 

Из формулы 
A

F
ϕ

=σ  ≤ [σ] 

имеем A l 
][σϕ

А . 

Здесь неизвестны коэффи-
циент ϕ и площадь A, поэтому 
решаем задачу способом после-
довательных приближений.  

Примем нагрузку F = [ F ] =  
= 628 кН. Для начального прибли-
жения определим диаметр D0 при 

ϕ = 1: 25,39
161

628
0 =

⋅
=A см2 и, сле-

довательно, исходный диаметр трубы 9,1025,39736,1736,1 00 === AD  см. 
Очевидно, что действительный диаметр трубы с учетом гибкости стойки дол-
жен быть больше D0. Попытаемся задать D1 = 13 см. Тогда площадь 

11,5613332,0332,0 22
11 =⋅== DA  см2; радиус инерции == 1312,0 Di  

06,413312,0 =⋅=  см; наибольшая гибкость стойки 62,58
06,4
3407,0

max =
⋅

=λ .  

Путем линейной интерполяции по таблице коэффициентов ϕ (прил. 1, таблица) 

получим: 864,038,1
10

86,089,086,0)62,5860(
10

6050
60 =

−
+=−

ϕ−ϕ
+ϕ=ϕcт . 

Теперь проверим напряжения:  

95,12
11,56864,0

628
=

⋅
=

ϕ
=σ

A
F  кН/см2 < [σ] на  19 %, 

что, конечно, прочно, но расточительно. 

Теперь попытаемся задать диаметр 95,11
2

139,10
2

10
2 =

+
=

+
=

DDD  см. 

Примем D2 = 12 см. Проверим это сечение. 
Площадь 81,4712332,0332,0 22

22 =⋅== DA  см2; радиус инерции 

744,312312,0312,0 2 =⋅== Di  см; гибкость стойки 57,63
744,3
3407,0

max =
⋅

=λ . По таб-

лице прил. 1 получим 842,0)57,6370(
10

81,086,081,0 =−
−

+=ϕcт . Следовательно, 

y
α = 

D
d  = 0,76

x 

D

d

Рис. 3.6. Поперечное сечение трубчатой стойки
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6,15
81,47842,0

628
=

⋅
=

ϕ
=σ

A
F  кН/см2 < [σ] на 2,5 %. 

Принято D = 12 см. Так как d = αD = 0,76⋅12 = 9,12 см, примем d = 9 см.  
Сравним трубчатую стойку по массе с  № 30, для которого масса од-

ного погонного метра составляет 36,5 кг, так что двутавровая стойка при 
длине Ρ  = 3,4 м имеет массу QI = 36,5⋅3,4 = 124,1 кг. Трубчатая стойка при 
принятых размерах сечения имеет объем 

7,16814340
12
91

4
1214,3)1(

4

22
2

2
=⋅

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

⋅
=α−

π
= l

DV  см3. 

При плотности стали γ = 7,85 г/см3 масса трубы составит 

Qтр = γV = 7,85⋅16814,7 = 131995 г  ≈ 132 кг. 

Отсюда видно, что применение трубчатой стойки в сравнении с оди-
ночным двутавром в условиях одинаковой нагрузки и способа крепления 
их концов привело к некоторому перерасходу металла (около 6 %). Однако 
при одинаковых условиях крепления концов трубчатой стойки в главных 
плоскостях, она идеальный равноустойчивый стержень (стойка, колонна). 

Подсчитаем коэффициент запаса устойчивости для этой стойки. Так 
как  λст < λпр d 100, то критическая сила по формуле Ф.С. Ясинского равна 

7,113681,47)57,63114,031( =⋅⋅−=крF  кН. 

Таким образом, коэффициент запаса устойчивости 
 

81,1
628

7,1136
][

===
F

F
K кр
уст . 

3. Подбор сечения стойки из двух швеллеров 
(рис. 3.7), скрепляемых планками. 

а) Расчет относительно материальной оси x. 
Эта часть расчета предназначена для подбора 

конкретного швеллера из условия устойчивости 
относительно оси x (в плоскости y0z). 

Сначала ориентировочно примем ϕ = 1 и полу-
чим: 

6,19
1621

628
][

=
⋅⋅

=
σϕ

>
FAтреб

шв  см2
. 

планка 

x 

y

z 

швеллеры 
(ветви стойки) 

Рис. 3.7. Стойка из двух 
швеллеров 



 37

По найденной площади сечения Aшв из сортамента возьмем швеллер 
  № 18, для которого Aшв = 20,7 см2, z0 = 1,94 см, радиусы инерции ix = 7,24 см, 
iy = 2,04 см, моменты инерции шв

xJ = 1090 см4, шв
yJ  = 86 см4. 

Теперь проверим принятое сечение. 
Гибкость 

48,23
24,7
3405,0

=
⋅

=
μ

=λ
см
см

x

x
x i

l ; 

коэффициент ϕ (прил. 1) 

953,0)48,2330(
10

94,096,094,0 =−
−+=ϕx ; 

и напряжение 

92,15
7,202953,0

628
2

=
⋅⋅

=
ϕ

=σ
швx A

F кН/см2. 

Возникающее напряжение меньше допускаемого на 0,5 %. Итак, приня-
то сечение из 2  № 18. 

Если окажется, что σ  [σ] ± 5%, необходимо исследовать другие профили. 
б) Расчет относительно свободной (сквозной) оси y. 
Цель этой части расчета – установление ширины сечения стойки из усло-

вия ее равноустойчивости в плоскости x0z (рис. 3.8). На основе опыта проек-
тирования сжатых стержней (стоек, колонн) на планках принимают момент 
инерции составного сечения относительно оси y в виде соотношения  

ст
x

ст
y JJ 2,1≅ , 

где (рис. 3.9) )(2 2
шв

шв
y

ст
y AaJJ += , 

шв
x

ст
x JJ 2= , a – расстояние между осью у 

стойки и собственной центральной осью ушв.  
Запишем теперь условие равноустойчи-

вости в виде 

шв
xшв

шв
y JAaJ 22,1)(2 2 ⋅≅+ , 

откуда  

  

 l=
10

 м

Рис. 3.8. Расчетная сy 

F=628 кН 

μ =0R

x
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y

F
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z z 
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a l 84,704,24,72,12,1
2,1 2222 =−⋅=−=

−
швyшвx

шв

шв
y

шв
x

A
JJ

ii  см. 

Примем a = 8 см. 
Проверим напряжения. При принятом a = 8 см 

момент инерции стойки относительно сквозной 
оси у  6,2821)7,20886(2 2 =⋅+=ст

yJ  см4, радиус 

инерции стойки  26,8
7,202
6,2821
=

⋅
==

ст

ст
yст

y A
J

i  см, 

гибкость 8,28
26,8
3407,0

=
⋅

=
μ

=λ ст
y

yст
y i

l
, коэффи-

циент продольного изгиба ϕ определяем по 
таблице в прил. 1 

942,0)8,2830(
10

94,096,094,0 =−
−

+=ϕст . 

 
Напряжения в этом случае составят 

 

1,16
7,202942,0

628
=

⋅⋅
=σ  кН/см2 > [σ] на 0,64 %. 

Зазор между ветвями стойки с = 2(a – z0) = 2(8 – 1,94) = 12,12 см > 10 см. 
Ширина B = c + 2b = 12,12 + 2·7 = 26,12 см. 
Здесь детальное проектирование стойки (расчет планок, их расстанов-

ка вдоль оси, конструирование башмака, оголовка и др.) не обсуждается 
как предмет курса строительных конструкций. 

При окончательном оформлении компоновки сечения (рис. 3.9) следует 
иметь в виду, что зазор  с  между ветвями должен быть не менее 10 см при 
любом составе сечения (рис. 3.10). 
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Рис. 3.10. Схемы компоновки сечения из двух прокатных профилей 

Рис. 3.9. Поперечное сечение 
стойки 
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Если по расчету окажется, что с < 10 см, зазор конструктивно увеличи-
вают до 10 см, так как необходимо обеспечить доступ внутрь стойки для ее 
окраски (защита от коррозии). 

Сравнивая массу стойки из двух швеллеров (без учета массы планок) 
обнаруживаем, что масса одиночного двутавра  № 30 QI =124,1 кг, а мас-
са двухветвевой стойки QC=2·16,3·3,4=110,84 кг, что на 10% меньше QI . 

3.2. Задача 16. Расчеты на удар 

Основные понятия 
Удар является одним из распространенных явлений, возникающих при 

эксплуатации всевозможных конструкций, сооружений и машин. Это удары 
судов, подвижного состава железных и автомобильных дорог, удары арт-
снарядов о броню, забивка свай и шпунтов, дробление каменных мате-
риалов и т. д. Удар – это весьма сложный процесс, вызывающий большие 
затруднения в его изучении и, несмотря на его важность, теория удара 
еще не завершена. Одним из факторов, осложняющих изучение удара, – 
его исключительная кратковременность (сотые и тысячные доли секунды), 
что приводит к возникновению огромных ускорений и, следовательно, ог-
ромных сил. Например, используя понятия импульса силы и количества 
движения, из уравнения Ньютона F = d(Mv)/dt в форме  

 F⋅Δt = Δ(Mv), (7.1) 

где F – сила, Δt – время; M – масса тела; Δ(Mv) – изменение количества 
движения за время Δt, v – скорость, получим: 

а) при столкновении автомобиля массой M = 2000 кг на скорости  
v = 48 км/ч = 13 м/с с жесткой стеной при длительности удара Δt = 0,08 с 
ускорение (знак минус, означающий, что сила F направлена в сторону, 
противоположную направлению скорости v, здесь опускается) 

5,162)130(
08,0
1)(1

0 =−=−
Δ

= vv
t

a  м/сек2, 

так что сила удара 

т5,32кН325Н325000с/м5,162кг102aMF 23 ≈==== ; 

б) при спрыгивании человека массой M = 70 кг с высоты h = 1,3 м на же-
сткий пол при скорости приземления 53,181,922 =⋅⋅== ghv  м/с и време-
ни столкновения Δt = 0,01 с имеем силу удара 
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 т5,3Н35000
с01,0

)с/м50(
кг70aMF ≈=== ! 

Это опасно для ног и позвоночника. Однако, амортизируя столкновение 
сгибанием ног в коленях и ступнях, можно ослабить силу удара до 20 раз 
за счет увеличения длительности Δt удара. 

Расчеты на удар производятся по той или иной приближенной теории. 
В сопротивлении материалов определение напряжений и деформаций при 
ударе производится на основании закона сохранения энергии при сле-
дующих ограничениях и допущениях: закон Гука сохраняет свою силу и 
максимальные напряжения в соударяемых телах не превосходят предела 
пропорциональности σпц (τпц); удар неупругий и после удара тела не отде-
ляются друг от друга (слипаются); ударяющее тело – абсолютно жесткое; 
масса ударяемой конструкции мала по сравнению  массой ударяющего те-
ла; сопротивление движению соударяющихся тел не учитывается; волно-
вые процессы в ударяемом теле не учитываются. 

В силу указанных допущений проверка конструкции на удар выполня-
ется по приближенному условию прочности 

 max σдин = max σстат Kдин ≤ [σдин], (3.5 а) 

 max τдин = max τстат Kдин ≤ [τдин], (3.6 б) 

и по приближенному условию жесткости 

 max fдин = max fстат Kдин ≤ [f ], (3.5 в) 

 max ϕдин = max ϕстат Kдин ≤ [ϕ], (3.5 г) 

где max σдин, max τдин, max fдин, max ϕдин – наибольшие динамические на-
пряжения, линейные f и угловые ϕ перемещения в ударяемом теле; max 
σстат, max τстат, max fстат, max ϕстат – то же при статическом нагружении 
ударяемого тела весом ударяющего тела; [σдин], [τдин], [f ], [ϕ] – допускае-
мые напряжения при ударе и допускаемые перемещения; Kдин – коэффи-
циент динамичности при ударе, который при продольном и поперечном 
ударах по конструкции вычисляется по формуле 

 
стат

дин
hK

Δ
++=

211 , (3.6) 
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где h – высота падения груза массой m; Δстат – статическое перемещение 
упругой конструкции в месте удара от веса ударяющего тела. Величина Δстат 
может быть с успехом определена по формуле Мора (прил. 4). Если масса 
ударяемой конструкции не мала по сравнению с массой ударяющего тела, то 
она может быть учтена при вычислении коэффициента Kдин по формуле 

 
)1(

211
αβ+Δ

++=
стат

дин
hK , (3.7) 

где β = Mконстр /m; Mконстр – масса конструкции; m – масса ударяющего тела; 
α – коэффициент, определяемый по табл. 3.1. 

Таблица 1 

Значения коэффициента α при различных случаях удара 

Тип  
удара Расчетная схема Коэффициент α u – доля пролета

П
ро
до
ль
ны

й  

3
1=α  

 

 

2

2

140
)235()1(105

u
uuu −+−

=α  0<um1 

  

22

2

)1(105
)]2(31[)21(2

uu
uuuu

−
−+−+

=α  0<u<1 

П
оп
ер
еч
ны

й 

 

23

3

)1(420
)]99231(140[8

uu
uuu

+
+++

=α  u > 0 

 
Условие примера 
Груз массой m = 605 кг падает с высоты h на стальную двутавровую 

балку (рис. 3.11). Проверить прочность при [σдин] = 120 МПа. Характеристи-
ка балки: двутавр  № 36; погонная масса q = 46,8 кг/м; Jx =13380 см4; 
Wx = 743  см3; модуль Юнга E = 2⋅105 МПа = 2⋅104 кН/см2; h = 4 см. 

 
 

m 

h

m h

uΡ Ρ 

m h

uΡ Ρ 

m h

uΡ Ρ 
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Расчет 
1. При весе ударника Qm = m g = 605⋅9,81 = 5940 Н = 5,94 кН, определя-

ем статический прогиб балки в месте удара по формуле Мора в форме, 
предложенной А.Н. Верещагиным в 1925 г. (рис. 3.11): 

)(1
2211 ηω+ηω=Δ ∑

x
стат EJ

, 

где ω1, ω2 – площади эпюры MF; 21,ηη  – ординаты эпюры M , взятые под 
центрами тяжести ω1, ω2; EJx – изгибная жесткость балки. Тогда 

.063,010)8,02,1128,7
2
18,07,4128,7

2
1(

13380102
1"" 6

4 смMMFстат =⋅⋅⋅⋅+⋅⋅⋅
⋅⋅

=×=Δ  

Рис. 3.11. Расчет на удар: а – заданная балка; б – расчетная схема и ее 
грузовое состояние; в – единичное состояние 

м = 605 кг 

A 

B
F2

Qm = mg = 5,94 кН RA = 1,52  кН б 

h = 4 см 

 № 36 

A Δстат = ?  
B

RB = 7,46 кН

Ρ = 4,7 м uΡ = 1,2 м
L = 5,9 м

7,128

Эп. MF (кНм)ω1 ω2ц.т. ц.т.

F = 1 AR  = 0,255 

A B

BR = 1,255

1,2

Эп. M  (м) 
2η = 0,81η = 0,8 

3,133 м 0,8 м

а 

в 
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Коэффициент  

31,12
063,0

4211 =
⋅

++=динK  

и     2
2

/82,1131,12
743

10128,7maxmax смкНK
W

M
дин

x

F
дин =⋅

⋅
=⋅=σ  < [σ] на 1,5 %. 

 
Прочность балки обеспечена.  
Теперь проверим балку, учитывая ее массу. Отношение β = Mбал / m =  

= 46,8 ⋅ 5,9 / 605 = 0,456. Коэффициент α (табл. 3.1) подсчитаем так: сна-
чала из соотношения uΡ = 1,2 м найдем u = 1,2 / 4,7 = 0,255, а потом по 
формуле, приведенной в табл. 3.1, получим α = 0,211, так что  

81,11
)456,0211,01(063,0

4211 =
⋅+⋅

⋅
++=динK  

и         МПасмкНдин 3,113/33,1181,11
743

10128,7max 2
2

==⋅
⋅

=σ  < [σ] на 5,6%. 

 
Как видно, чем больше масса балки, тем меньше эффект удара. Напри-

мер, этим и объясняется эффектный, но безопасный цирковой номер. 
 

 

 



 44 

3.3.  Задача 17. Гармонические колебания упругих систем.  
       Свободные и вынужденные колебания систем  
       с одной степенью свободы 
 
Основные понятия 
Колебаниями называются движения, обладающие той или иной степе-

нью повторяемости во времени. По своей физической природе они весьма 
разнообразны: механические колебания тела, подвешенного на пружине, 
качания маятников, колебания струн, вибрация зданий и машин, электро-
магнитные колебания и т. д. Колебания называются периодическими, если 
значения физических величин, изменяющихся в этом процессе, повторя-
ются через равные промежутки времени. Наименьший промежуток време-
ни, за который совершается одно полное колебание, называется периодом 
Т колебания. 

Частотой периодических колебаний ν называется число полных коле-
баний за единицу времени: ν = 1/ Т (с –1 или Гц). Циклической (круговой) 
частотой ω периодических колебаний называется число полных колеба-
ний за 2π единиц времени: ω = 2πν = 2π / Т. Частным случаем периодиче-
ских колебаний являются гармонические колебания, в которых физиче-
ская величина S изменяется с течением времени по закону 

 S = A sin(ωt + ϕ0), (3.8) 

где A, ω, ϕ0 – постоянные величины (A > 0,  
ω > 0). Величина A, равная наибольшему аб-
солютному значению S, называется ампли-
тудой колебания. Выражение (ωt + ϕ0) опре-
деляет значение S в момент времени t и на-
зывается фазой колебания. В момент начала 
отсчета времени (t = 0) фаза равна началь-
ной фазе ϕ0 (рис. 3.12). При t = 0 радиус-
вектор 0B = A составляет с осью Y угол ϕ0, а 
за время t описывает угол ωt, так что в про-
извольный момент времени значение S оп-
ределяется выражением (3.8). 

Упругую систему можно рассматривать как состоящую из отдельных 
частей, условно принимаемых за материальные точки. Поэтому число 
степеней свободы упругой системы есть число независимых координат, 
определяющих положение всех масс системы при ее деформации в любой 
момент времени. С этой точки зрения упругая система обладает беско-
нечным числом степеней свободы. Однако если система состоит из упру-
гой части, несущей массивные грузы, масса которых значительно превос-
ходит массу упругой части, то в целях упрощения задач массой упругой 

ϕ0

ωt 

Y 

S 

A 

0 

ω 

Рис. 3.12. Гармониче-
ские колебания 
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части пренебрегают. В таком случае число степеней свободы упругой сис-
темы будет равно числу независимых координат, определяющих положе-
ние каждого груза при деформации.  

Например, рис. 3.13, а – одна степень свободы, так как положение гру-
за определяется только удлинением Δ пружины; рис. 3.13 б – положение 
точечного груза определяется прогибом Δ консоли (одна степень свобо-
ды); рис. 3.13, в – положение двух точечных грузов на балке определяется 
прогибами Δ1 и Δ2 (две степени свободы); рис. 3.13, г – положение точеч-
ного груза определяется его горизонтальным и вертикальным смещениями 
(две степени свободы); рис. 3.13, д – перемещения объемного груза: два 
линейных смещения Δ1, Δ2 и угловое ϕ (три степени свободы). Во всех слу-
чаях здесь масса упругой системы во внимание не принималась. 

 

Рассмотрим колебания систем с одной степенью свободы. На рис. 
3.14, а показана упругая консоль, несущая на конце груз массой M. 

Под действием груза Q = M g, где g – ускорение свободного падения, 
балка получит статический прогиб 

 
EJ

Q
ст 3

3l=Δ  (3.9) 

и ее положение упругого равновесия обозначим уровнем 0–0 (рис. 3.14, б).  
Теперь увеличим прогиб конца балки до уровня 1–1 так, что полный прогиб со-
ставит Δст + A, где A – начальная амплитуда предстоящих колебаний этой сис-

Рис. 3.13. Число степеней свободы грузов невесомой упругой системы: а, б – од-
на степень свободы; в, г – две степени свободы; д – три степени свободы  

m 

Δ 

m1 m2

Δ1 Δ2

Δ2

Δ1

m

m

Δ2 

m 

Δ1

ϕ
а 

Δ 

m б 

в 

г 

д)



 46 

темы с одной степенью свободы. Как видно, упругое равновесие системы на-
рушено и она стремится восстановить его, т. е. возвратиться в положение 0–0. 
Освободим груз и, предоставив систему самой себе, выясним, под действием 
каких сил она будет находиться в момент времени t (рис. 3.14, в), когда уско-
ренно пройдет путь S = A – y, где y – координата массы M, отсчитываемая от 
состояния статического равновесия. 

Эти силы таковы: восстанавливающая упругая сила ↑
упрN
r

 (направлена 

вверх), сила тяжести (вес груза) ↓Q
r

 (направлена вниз), сила инерции ↓J
r

 
(направлена вниз), сила сопротивления ↓R

r
(направлена вниз). Используя 

принцип Д`Аламбера, запишем условие равновесия как ∑ = 0y , что дает 

 0=−−− RJQNупр
rrrr

. (3.10) 

Обозначив через с линейную жесткость cEJ
≡3

3
l

, можем записать в мо-

мент времени t : стcQ Δ=
r

, )( ycN ступр +Δ=
r

, aMJ
rr

= , vR
rr

α= , где a
r

 – уско-
рение; v

r
 – скорость движущейся массы M.  

Скорость yyA
dt
d

dt
dsv &

r
−=−== )( ; ускорение y

dt
sd

dt
dva &&

r
−=== 2

2
; α – ко-

эффициент пропорциональности в предположении, что сила сопротивле-

Рис. 3.14. Свободные колебания упругой системы с одной степенью свободы 
с учетом сил сопротивления: а – заданная балка; б – деформированное со-
стояние балки в различные моменты времени; в – силы, действующие на 
массу в момент времени t ; г – диаграмма затухающих колебаний массы 
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ния R (сопротивление воздуха, молекулярного трения частиц системы) 
приблизительно линейно зависит от скорости v. Подставим указанные ве-
личины в (3.10) и получим: 

0)()()( =−α−−−Δ−+Δ yyMcyс стст &&&  

или 
 0=+α+ cyyyM &&& . (3.11) 

Разделив почленно последнее уравнение на M, получим линейное од-
нородное дифференциальное уравнение свободных колебаний системы с 
одной степенью свободы с учетом сил сопротивления, которые с течением 
времени затухают: 

 02 2 =ω++ yyny &&& , (3.12) 

где n = α / 2M – коэффициент затухания; ω2 = с / M – квадрат круговой час-
тоты свободных колебаний. Решением уравнения (3.12), т. е. его интегра-
лом, является уравнение свободных колебаний в форме (подробности 
решения здесь не приводятся) 
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0 sincos nt
n

nntAey nt ,           (3.13) 

где ω > n, e – основание натурального логарифма. При ω < n решение бу-
дет иным и здесь не рассматривается. График уравнения (3.13) приведен 
на рис. 3.14, г, где при возрастании времени t амплитуда y0  быстро стре-
мится к нулю (из-за наличия экспоненциального множителя e-nt). Итак, сво-
бодные колебания упругой системы быстро затухают, и система вновь за-
нимает положение 0–0 статического равновесия. Период этих колебаний 

 
22

2

n
T

−ω

π
= .   (8.7) 

Рассмотрим собственные колебания упругой системы с одной сте-
пенью свободы. Важное значение при расчетах сооружений и машин 
имеют так называемые собственные колебания системы. Это идеальные 
свободные колебания без учета сил сопротивления, т. е. при α (или n) 
равном нулю. Уравнение амплитуд собственных колебаний при n = 0 по-
лучаем из уравнения (3.13): y = A cos ωt, график которого представлен на 
рис. 3.15. Это гармонические колебания с периодом T = 2π/ω и постоян-
ной амплитудой A. Круговая частота ω собственных колебаний вы-
числяется по формулам: 
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стст
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Δ
===ω . 

 
Итак, собственные колебания характе-

ризуются круговой частотой 
ст

g
Δ

=ω  и 

периодом 
ω
π

=
2T , где g = 9,81 м/с2,  

Δст – статическая деформация упругой системы в точке крепления массы M. 
Эти значения по сути дела можно рассматривать как динамический паспорт 
упругой системы. Техническая частота этих колебаний ν = 1 / Т [Гц]; число 
колебаний в минуту подсчитывается так:  

стст

g
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n
Δ

≈
Δπ

=
π
ω

==
30030

2
6060~ , 

где Δст принимают в сантиметрах. 
Вынужденные колебания упругой системы при вибрационной нагруз-

ке. Под влиянием переменно действующих на систему внешних сил она 
совершает вынужденные колебания, которые возникают от периодических 
воздействий неуравновешенных вращающихся масс, от периодических 
толчков или ударов и т. п. В простейших случаях возмущающая сила из-
меняется по закону tFtF Θ= cos)( max  (это вибрационная нагрузка), где  

Fmax – наибольшая по абсолютному зна-
чению величина F(t ) за время одного 
цикла; Θ – круговая частота вынуждаю-
щей силы; t – время. Природу возникно-
вения вибрационного воздействия можно 
иллюстрировать, например, рис. 3.16, 
где в плоскости чертежа равномерно 
вращают массу m. Возвращаясь к 
рис. 3.14, в, к указанным там силам до-
бавим вынуждающую силу F(t) так, что 
уравнение динамического равновесия 
приобретет вид: 

0)( =−−−− tFRJQNупр

rrrrr
,                                   (3.15) 

где слагаемое F(t) не содержит переменной y. После тех же преобразова-
ний, что выполнены ранее, получим уравнение: 

T =2π / ω
0 

Y 

t 

A π 3π 

Рис. 3.15. График гармонических 
колебаний 

F(t)

m 

при cosΘt =1 

F(t)=Fmax

F(t)=Fmax 

Рис. 34. Поперечная вибрация 
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 t
Q
gFyyny Θ=ω++ cos2 max

2&&& . (3.16) 

Его общее решение состоит из решения однородного уравнения (3.13) 

и частного решения с правой частью t
Q
gF Θcosmax , т. е. y = y0 + yчаст. 

Так как y0 быстро затухает, то по истечении короткого времени вынуж-
дающая сила F(t) “подчинит” себе упругую систему, которая будет совер-
шать вынужденные колебания с частотой Θ, уравнение которых приобре-
тет вид [5] 

 t
n

fnt
n

fyвын Θ
Θ+Θ−ω

Θ
+Θ

Θ+Θ−ω
Θ−ω

= sin
4)(

2cos
4)(

)(
2222222222

22
,    (3.17) 

где 
Q
gFf max= . Анализ последнего уравнения приводит к следующим ре-

зультатам. Наибольшая амплитуда ymax = Aвын вынужденных колебаний оп-
ределяется выражением 

 
22222 4)( Θ+Θ−ω

=
n

fAвын .  (3.18) 

Амплитуда вынужденных колебаний не зависит ни от начальных усло-
вий, ни от времени. Поэтому вынужденные колебания с течением времени 
не затухают. Деформации и, следовательно, напряжения в упругих систе-
мах зависят от возмущающей силы и главным образом от частоты Θ. 

Рассмотрим явление резонанса. Для дальнейшего анализа формулы (3.18) 

преобразуем ее следующим образом: выше показано, что 
ст

g
Δ

=ω2 , Q = cΔст , 

так что  
c

F
c

gF
Q
gFf

ст

ω
=

Δ
== maxmaxmax , а 

4

2
2

2

2

2
222222 414)(

ω
Θ

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

ω
Θ

−ω=Θ+Θ−ω nn . 

Подставив эти выражения в (3.18), получим:  

μ=
c

FAвын
max , 
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где 

4

2
2

2

2

2
41

1

ω
Θ

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

ω
Θ

−

=μ

n

 – коэффициент динамичности или коэффици-

ент нарастания колебаний. Отношение 
ω
Θ  называется коэффициентом 

расстройки, а отношение 
ω
n  коэффициентом вязкости (трения). Заме-

тим, что отношение 
c

Fmax  есть статическая деформация от воздействия 

Fmax, т. е. )( maxFстΔ . Динамическая деформация будет равна сумме статиче-
ской деформации Δст(Q) от веса Q и амплитуды вынужденных колебаний: 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
μ

Δ

Δ
+Δ=μΔ+Δ=+Δ=Δ

)(

)(
)()()()(

max
max

1
Qст

Fст
QстFстQствынQстдин A . 

Обозначив дин
Qст

Fст K=⎟⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
μ

Δ

Δ
+

)(

)( max1 , получим динQстдин K)(Δ=Δ , где Kдин – ди-

намический коэффициент при вынужденных колебаниях линейно дефор-
мируемой упругой системы с одной степенью свободы, величина которого 

главным образом зависит от μ. Обычно величина 2

2

ω
n  мала и ею можно 

пренебречь (n = 0), так что μ при этом запишется в виде 2

1

1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
ω
Θ

−

=μ .  

По физическому смыслу μ берут по абсолютному значению. 
График μ в зависимости от отноше-

ния частот вынужденных и собственных 
колебаний дан на рис. 3.17, где заштри-
хована опасная зона резонансных отно-

шений 
ω
Θ , которые должны удовлетво-

рять требованию 

0,75 l 
ω
Θ  l 1,25.           (8.12) 

При Θ L ω, как видно, μ L ×, т. е. ам-
плитуды вынужденных колебаний силь-

0 

1 

2 

3 

4 
μ 

ω
Θ0,5 1 1,5 2 2,5 

0,75 1,25 

× 

ω
n =0 

ω
n =0,25 

Рис. 3.17. Явление резонанса 
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но (что недопустимо) возрастают. Это и есть явление 
резонанса – причина многих катастроф сооружений и 
машин, или расстройств их, исключающих нормаль-
ную эксплуатацию. 

Порядок динамических расчетов при колебаниях 
рассмотрим на примерах. 

 
Условие примера 1 
Медный стержень круглого поперечного сечения 

диаметром d = 2,5 см и длиной Ρ0 = 3 м (рис. 3.18) удер-
живает на нижнем торце груз массой M = 3920 кг. Пре-
небрегая массой стержня, определить частоту и пери-
од собственных колебаний этой упругой системы. 

 
Расчет 
1. Эта система (см. рис. 3.13, а) обладает одной степенью свободы. 
2. Круговая частота ω собственных колебаний определится по формуле 

ст

g
Δ

=ω , 

где g = 9,81 м/с2 = 981 см/с2 – ускорение свободного падения; Δст – удли-
нение стержня от веса Q груза, равного  

Q = M g = 3920·9,81 = 38455 Н = 38,455 кН. 

Это продольное удлинение в данном случае удобно вычислить по 
формуле Гука как 

0

0
EA
Q

ст
l

l =Δ=Δ , 

где для меди модуль Юнга Eм = 1,1·105 МПа = 1,1·104 кН/см2, а площадь 
поперечного сечения 

9,45,2785,0785,0
4

22
2

0 =⋅==
π

= ddA  см2. 

Таким образом, 

214,0
9,4/101,1

103455,38
224

2
=

⋅⋅
⋅⋅

=Δ
смсмкН

кНсм
ст  см. 

Рис. 3.18. Схема 
стержня 

M

Ρ 0
 =

 3
 м

 d = 2,5 см

Q
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Тогда круговая частота собственных колебаний 

706,67
см214,0
с/см981

ω
2

==  с –1, 

период колебаний 

0928,0
706,67
14,322

=
⋅

=
ω
π

=T  с, 

техническая частота 

776,10
0928,0
11

===ν
T

 Гц, 

минутная частота 

95,647
214,0

300300~ ==
Δ

≅
ст

n  кол / мин. 

3. Если при прочих равных условиях взять стержень алюминиевый  
(Eал = 0,7·105 МПа = 0,7·104 кН/см2), то 

336,0
9,4/107,0

103455,38
224

2
=

⋅⋅
⋅⋅

=Δ
смсмкН

кНсм
ст  см 

и круговая частота 

03,54
336,0

981
==ω с –1, 

а период колебаний 

1163,0
03,54
143,32

=
⋅

=T  с. 

Как видно, частота ω и период T зависят не только от расчетной схемы 
и геометрических характеристик сечений элементов, но и от упругих 
свойств материала конструкции (от модуля Юнга E). 

4. Оценим, насколько оправдано пренебрежение массой стержня при 
вычислении ω и T. Плотность меди ρм = 8960 кг/м3 = 8,96 г/см3, так что 
масса рассмотренного выше стержня (V0=Ρ0A0  – объем) mм = ρмV0 = 
= 8,96⋅3⋅102⋅4,9⋅10 –3 = 13,17 кг и это составляет 1/297 часть от массы груза. 
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Для алюминиевого стержня, при плотности ρал = 2,7 г/см3, это составляет 
1/987 часть от массы груза M. В данном случае пренебрежение массой 
стержня – оправдано. 

 
Условие примера 2 
На двухопорной балке (двутавр  № 36; погонная масса q = 46,8 кг/м;  

Jx = 13380 см4; Wx = 743  см3; модуль Юнга E = 2⋅105 МПа = 2⋅104 кН/см2) посе-
редине пролета установлен электромотор массой М = 3568 кг (рис. 3.19).  
В связи с несовпадением оси вращения ротора с его центральной осью обра-
зовался эксцентриситет е = 0,25 см, что создает из-за динамической неурав-
новешенности последнего вибрационную нагрузку на балку. Масса неуравно-
вешенной части ротора m = 698,6 кг, а число оборотов его n = 550 об/мин. 
Требуется проверить эту систему на резонанс, а также прочность балки при 
[σ] = 120 МПа (при переменных напряжениях, возникающих в элементах кон-

Рис. 3.19. К расчету балки на колебания: а – заданная 
балка; б – расчетная схема и ее грузовое состояние; 
в – единичное состояние 

м = 698,6 кг 

A 

e

Q = Mg = 35 кНб) 

  N36 

Δстат

B 
RB = Q/2 

Ρ / 2 = 2 м 

QΡ / 4

Эп. MQ (кНм)

Ω1 Ω2
ц.т. 

KF = 1

Эп. KM (м)

2η = Ρ / 61η = Ρ / 6 

а) 

в) 

Ρ / 2 = 2 м

Ρ = 4 м

RA = Q/2 

K

K

J

ц.т.

Ρ / 3 Ρ / 3

A B 
RA = 1/2 

K

RB = 1/2 

Ρ / 4
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струкции при колебаниях, допускаемые напряжения понижают). 
 
Расчет 
1. Пренебрегая массой балки (считая ее невесомой), устанавливаем, что 

такая система обладает одной степенью свободы, ибо положение массы М 
при вертикальных колебаниях балки определяется одной координатой – 
прогибом ее в точке крепления электромотора (т. е. посередине пролета). 

2. Проверка на резонанс. Для этого надо вычислить статический про-
гиб балки Δст в точке K (рис. 3.19). Используем метод Мора в форме Ве-
рещагина. Сначала строим эпюру изгибающих моментов грузового со-
стояния от действия веса Q (рис. 3.19, б), потом эпюру единичного со-
стояния (рис. 3.19, в). По участкам вычисляем площади Ωi грузовой эпю-
ры и определяем положение центров их тяжести. 

Под центрами тяжести площадей Ωi в эпюре KM  определяем ординаты 

iη . Тогда ( )2211
1"" ηΩ+ηΩ=×=Δ

x
KQст EJ

MM , где в силу симметрии имеем 

16
Q

=
24

Q
2
1

=Ω=Ω
2

21
lll

, 
621
l

=η=η , так что  

x

32

x
ст EJ48

Q
=

616
Q

2
EJ

1
=∆

lll
. 

Изгибная жесткость стальной балки в данном случае EJx = 2⋅104 кН/см2 ⋅ 
⋅13380 см4 = 2,776⋅108 кНсм2 и, следовательно, при Q = M g = 3568 кг ⋅  
⋅ 9,81 м/с2 = 35000 Н = 35 кН, 

см
кНсм
смкН

ст 168,0
10776,248

)104(35
28

332
=

⋅⋅
⋅⋅

=Δ . 

Круговая частота собственных колебаний системы 

1

ст
с4,76=

168,0
981

=
∆
g

=ω . 

Частота вынужденных колебаний (при n = 560 об/мин) 

1с65,58=
30

560142,3
=

30
nπ

=Θ . 

Отношение частот вынужденных и собственных колебаний 

75,0768,0
4,76

65,58
>==

ω
Θ . 
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Это означает, что система вошла в запретную зону резонансов. Как 
быть? Конструктор может заменить материал балки (что проблематично), 
изменить место крепления груза на балке (что чаще всего не допускается), 
изменить жесткость балки, т. е. принять балку иного сечения. Последнее 
чаще всего и делается. 

Изменим сечение, приняв двутавр  № 40 (Jx = 19062 см4; Wx = 953 см3). 
Тогда  

смкН
ст 122,0

1906210248
)104(35

4

32
=

⋅⋅⋅
⋅⋅

=Δ , 

а круговая частота собственных колебаний системы 

167,89
122,0
981 −==

Δ
=ω секg

ст
 и 

отношение частот вынужденных и собственных колебаний 

75,0654,0
67,89
65,58

<==
ω
Θ . 

Из зоны резонансов вышли. 
3. Проверка прочности балки:  

max σдин = max σстат Kдин m [σдин], 

где μ+=μ
Δ

Δ
+=

Q
JK

Qст

Jст
дин 11

)(

)(  (отношение статических прогибов здесь 

вполне можно заменить отношением сил, их вызвавших, ибо в линейно 
деформируемых системах перемещения Δ пропорциональны силам). Цен-
тробежная сила инерции J  равномерно вращающейся массы m = 698,6 кг 
равна кННemJ 660081025,065,586,698 222 ≅=⋅⋅⋅=Θ= − . В свою очередь ко-
эффициент нарастания колебаний 

( )
748,1

572,0
1

654,01
1

1

1
22 ==

−
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
ω
Θ

−

=μ , 

так что 

3,1748,1
35
61 ≈⋅+=динK . 

Тогда 
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max σдин = 
x

x
W

Mmax
⋅Kдин = МПа

см
кНK

W
Q

дин
x

7,4777,43,1
9534

10435
4 2

2
==⋅

⋅
⋅⋅

=⋅
l <[σ]. 

Прочность балки обеспечена. 
 
3.4. Задача 18. Вычисление коэффициента запаса усталостной 

             прочности цилиндрической пружины  
             при циклическом нагружении 

 
Основные понятия 
1. Краткие сведения о витых цилиндрических пружинах малого шага. 

Витыми пружинами малого шага h считаются те, у которых угол α наклона 
витков не превышает 8÷10° (α m 10°). Шагом h называется расстояние 
между осями смежных (соседних) витков (рис. 3.20). Витые пружины изго-
товляются из стальной или фосфористой бронзы проволок круглого (не-
круглого) сечения. Материал, из которого изготовляют пружины, как пра-
вило, высокопрочный с допускаемыми напряжениями на срез при статиче-
ских нагрузках до [τ]=(50÷70) кН/см2 (500÷700 МПа). В случаях непрерыв-
ной работы пружин при циклических нагрузках допускаемые напряжения [τ] 
уменьшаются на 60 %. 

Основными геометрическими характеристиками рассматриваемых пружин 
являются: угол α наклона витков, их шаг h, диаметры внутренний Dвн, наруж-

ный Dнар и средний D0 (последний определяется по формуле 
20

нарвн DD
D

+
= ), 

а также размеры поперечного сечения витков (если пружина изготовлена из 
круглой проволоки – задается диаметр d сечения). Важной характеристикой 
является так называемый индекс пружины Сп = D0 / d (рис. 3.20, а, б). 

Используя метод сечений (РОЗУ), определяют в поперечных сечениях 

проволоки главный вектор R0 = F и главный момент 
2

0
0

FDM =  внутренних 

сил, приведенных к центру С сечения витка (рис. 3.20, б). Ввиду наклона 
оси витков на угол α, поперечное сечение также наклонено к оси пружины 
на угол α, и поэтому, разлагая R0 и M0 по главным центральным осям 
инерции сечения (оси xCyCzC) получаем составляющие (компоненты) внут-
ренних сил (усилий): нормальную Nz = R0 sinα = sinα, поперечную  

Qy = R0 cosα = F cosα, изгибающий момент My = M0 sinα = = αsin
2

0FD , крутя-

щий момент Mz = Mкр = M0 cosα = αcos
2

FD0 . 

В практических расчетах при малости угла α условно принимают  
sinα ≈ 0, cosα ≈ 1 (например, sin 10° = 0,1736, а cos 10° = 0,9848). Поэтому 
в целях упрощения расчетов полагают Nz = My = 0 и учитывают только Мкр 
и Qy (рис. 3.20, в).  
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h – шаг

F – нагрузка 
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Рис. 3.20. Цилиндрические пружины 
малого шага: а – схема; б – внут-
ренние усилия; в – компоненты 
внутренних усилий; г, д – распреде-
ление напряжений в поперечном 
сечении пружины 
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Эпюры касательных напряжений τ в поперечном сечении проволоки по-
казаны на рис. 3.20, г, д, откуда видно, что опасной точкой сечения явля-
ется точка В на внутреннем волокне витков, и полное напряжение в кото-
рой складывается из напряжения крτ′max  при кручении и напряжения Qτ ′′  от 
среза силой Qy, т. е. Qкр τ ′′+τ′=τ maxmax , где в свою очередь 

3
08max

d
FD

W
Mкр

кр
π

==τ′
ρ

, 2
423,123,1
d
F

A
Q

Q
π

==τ ′′ . 

Таким образом, полное касательное напряжение в точке В: 

3
0

3
0

23
0 8615,018423,18max

d
FDk

Cd
FD

d
F

d
FD

п
B

π
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

π
=

π
+

π
=τ , 

где Сп = D0 / d, а k
Сп

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

615,01 . 

Однако по уточненным расчетам где приняты во внимание кривизна 
оси витков пружины и другие факторы, последнее выражение для коэф-

фициента k принимается в виде ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
+

=
пп

п
СС

Ck 615,0
1
25,0

1 , так что имеем  

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
+

π
=

π
=τ

пп

п
B CС

C
d

FD
d

FDk 615,0
1
25,088max 3

0
3
0

1 .   (9.1) 

Формулой (3.20) мы ниже и воспользуемся для определения запаса 
прочности клапанной пружины. 

 

Условие примера 
Пусть клапанная пружина работает в ре-

жиме циклического нагружения силой F и 
имеет следующие размеры (рис. 3.21): 
Dвн = 38,2 мм, Dнар = 45,8 мм, d = 3,8 мм. 

Сила F, сжимающая пружину при полном 
открытии клапана, Fmax = 220 Н = 0,22 кН, а 
при закрытии клапана имеет величину 
Fmin = 70 Н = 0,07 кН. Пружина выполнена из 
хромованадиевой стали со следующими ме-
ханическими характеристиками: пределом 
текучести τт = 920 МПа = 92 кН/см2; преде-
лом выносливости при симметричном цикле 
τ–1 = 480 МПа = 48 кН/см2; пределом вынос-
ливости при отнулевом (пульсирующем) 
цикле τ0 = 800 МПа = 80 кН/см2. 

Fmin ≤ F ≤ Fmax 

Толкатель 

Пружина

Клапан D0 

d=
3,

8 
м
м

 

Рис. 3.21. Клапанный механизм 
в разрезе (схема) 
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Коэффициенты, учитывающие влияние различных факторов на устало-
стную прочность пружины, имеют значения: эффективный коэффициент 
концентрации касательных напряжений Kτ = 1,07, коэффициент влияния 
качества обработки поверхности проволоки β = 0,83 и коэффициент учета 
масштабного фактора ετ = 0,97 (эти коэффициенты могут иметь и иные 
обозначения, например, Kτ  ⇒ Kэфф, β ⇒ KFτ,         ετ ⇒ Kdτ). 

Требуется определить коэффициент nR запаса усталостной прочности 
данной детали (пружины) механизма и коэффициент запаса прочности nт 
по пределу текучести. Сравнить их. 

 
Расчет 
1. Определение среднего диаметра D0, индекса Сп пружины и коэффи-

циента k1: 

сммм
DD

D вннар 2,442
2

2,388,45
20 ==

+
=

+
= ; 

;05,11
38,0
2,40 ===

d
DСп  

.18,1
05,11

615,0
105,11
25,005,11615,0

1
25,0

1 =+
−

+
=+

−
+

=
пп

п
СС

Ck  

2. Определение основных характеристик цикла напряжений в опасной 
точке В: 

• максимальное напряжение цикла 

;1,50771,50
38,014,3

2,422,0818,18
233

0max
1max МПа

см
кН

d
DFk ==

⋅
⋅⋅

=
π

=τ  

• минимальное напряжение цикла 

;4,16114,16
38,014,3

2,407,0818,18
233

0min
1min МПа

см
кН

d
DFk ==

⋅
⋅⋅

=
π

=τ  

• среднее напряжение цикла 

;2,334
2

4,1611,507
2

minmax МПаm =
+

=
τ+τ

=τ  

амплитудное напряжение цикла 

;8,172
2

4,1611,507
2

minmax МПаа =
−

=
τ−τ

=τ  
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коэффициент асимметрии цикла 

;318,0
1,507
4,161

max

min ==
τ
τ

=R  

характеристика цикла 

.517,0
2,334
8,172
==

τ
τ

=ρ
m

a  

Графически характеристики циклических напряжений даны на рис. 3.22. 

3. Построение диаграммы предельных амплитуд. 
Построение диаграмм усталостной прочности (предельных амплитуд) ос-

новано на следующих соображениях. Как известно, 
опасными для работающих элементов сооружений и 
машин являются максимальные напряжения, которые 
при циклическом нагружении представляются в виде 
суммы (τmax = τm + τa) среднего (постоянного) и ампли-
тудного (переменного) напряжений. Графически τmax 
можно изобразить в осях τm0τa (рис. 3.23) в виде ра-
бочей точки (р.т.) с соответствующими координатами 
τm и τa (или σm и σa) для данного материала. 

Рис. 3.23. Изображе-
ние рабочей точки 

τa 

τm τm 

τ a
 

0 

р.т. 

максимальное напряжение цикла τmax = τm + τa

минимальное напряжение цикла τmin = τm – τa

среднее напряжение цикла τm 

τ m
in

 =
16

1,
4 

τ m
 =

 3
34

,2
 

τ а
 =

17
2,

8 
τ а

 =
17

2,
8 

τ m
ax

 =
50

7,
1 

τmax, МПа 

 t,  время 

R = 0,318             ρ = 0,517

Рис. 3.22. Характеристики цикла напряжений 
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Путем экспериментов, которые весьма длительны и трудоемки, на спе-
циальных установках определяют максимальные напряжения рmax = рm + рa 
(под р понимают либо касательные τ, либо нормальные σ напряжения) при 
различных коэффициентах асимметрии R циклов, при которых испыты-
ваемый образец способен неограниченно долго работать в режиме цикли-
ческого нагружения. Некоторое представление о трех видах основных экс-
периментов дано на рис. 3.24. 

Таким образом получают ряд предель-
ных рабочих точек, которые и составляют 
некоторую кривую АС (рис. 3.25, штрихо-
вая линия), являющуюся эксперименталь-
ной диаграммой предельных амплитуд. 
Однако ввиду чрезвычайной сложности та-
ких экспериментов, часто ограничиваются 
тремя основными испытаниями: определе-
нием предела выносливости (усталостной 
прочности) при симметричном (R = –1) 
цикле, то же при пульсирующем (отнуле-
вом, R = 0) цикле и статическом определе-
нии предела текучести для пластичных материалов (например, сталей). 
Это даст три механические характеристики материала – предел выносли-
вости при симметричном цикле р–1 (τ–1, σ–1), предел выносливости при от-
нулевом цикле р0 (τ0, σ0) и предел текучести рт (τт, σт) для каждого вида 
деформации (растяжение-сжатие, кручение, изгиб) отдельно. На основа-

pa

0 pm0,5р0
рт 

р –
1 рт

р’
a 

р.т.М 

0,
5р

0 

S 

L 

A
B 

C
45

Рис. 3.25. Упрощенная диаграмма 
предельных амплитуд 

Рис. 3.24. Принципиальные схемы экспериментов: а – симмет-
й б й 1 2
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нии этих данных строят упрощенную (схематизированную) диаграмму пре-
дельных амплитуд ALBC (рис. 3.26). 

Заметим, что упрощенная диаграмма несколько уменьшает область 
безопасных циклов 0АС (см. рис. 3.25), но эту погрешность не принимают 
во внимание, так как это идет в запас прочности. Если р.т. М рассчиты-
ваемой детали окажется внутри области 0ALBC, деталь будет работать с 
определенным запасом nR усталостной прочности (nR > 1), а если р.т. М 
окажется за пределами области 0ALBC, то это означает, что после не-
большого числа циклов деталь разрушится (nR < 1).  

Построение диаграммы предельных амплитуд (рис. 3.26) в координат-
ных осях τm0τa выполняем строго в масштабе.  

Сначала по оси 0τm откладываемом в выбранном масштабе отрезок  
0С = τт = 92 кН/см2 и проводим из точки С под углом 45° прямую СС1, все 
точки которой соответствуют пределу текучести τт. Этим ограждаем об-
ласть безопасных циклов от появления в пружине недопустимых пласти-
ческих (остаточных) деформаций. 

Далее по оси 0τa откладываем в том же масштабе отрезок 0А = τ–1 = 
= 48 кН/см2 и отрезок 0S = τ0 = 40 кН/см2. Такой же отрезок 0S откладыва-
ем вдоль оси 0τт. На пересечении координат 0S получаем точку L. 

Теперь, проводя прямую через точки A и L до пересечения с прямой 
СС1, получаем точку В. Прямая АВ ограждает область безопасных циклов 
от развития трещин усталости. Диаграмма безопасной работы пружины го-

τa, МПа 

0 τm = 334,2 
0,5τ0 = 400 

τт = 920

τ –
1 
= 
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0 

τ’ a
 = 
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Рис. 3.26. Расчетная диаграмма предельных амплитуд для пружины 
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това и называется аппроксимацией Серенсена–Киносошвили (отечествен-
ные ученые), хорошо отражающей работу стальных деталей. 

Наконец, следует нанести на диаграмму р.т. М пружины, координаты 
которой таковы: по оси 0τm откладываем отрезок 0Р = τm = 33,45 кН/см2, а 
по оси 0τа – отрезок РМ = аτ′ = 22,96 кН/см2. 

Так как τа есть напряжение, для которого существенное значение 
имеют концентрация напряжений, качество обработки поверхности де-
тали и ее размеры (масштабный фактор), то ордината РМ р.т. М вычис-
ляется по формуле 

96,22
97,083,0

28,1707,1 =
⋅

=
βε
τ

=τ′
τ

τ
a

a K  кН/см2. 

Из начала координат 0 проводим прямую 0М до пересечения с диа-
граммой в точке N. Коэффициент запаса усталостной прочности графиче-
ски определяется отношением отрезков 0N и 0M, т. е. 

62,1
4
5,6

0
0

===
см
см

M
NnR , 

или аналитически по формуле 

62,1
96,2242,332,0

481 =
+⋅

=
τ′+ψτ

τ
= −

am
Rn , 

где ψ = tgΘ = 2,0
80

804822
0

01 =
−⋅

=
τ

τ−τ− . 

Если прямая 0М1 пересекает диаграмму в точке N1, то коэффициент 
запаса определяется только по пределу текучести: 

max

т

1

1
т 0

0
τ
τ

==
M
Nn . 

В данном случае было бы nт = 92 / 50,71 = 1,81. 
Из двух коэффициентов запаса практическое значение имеет наи-

меньший из них. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 
Руководство к решению задач по сопротивлению материалов (часть 2) 

содержит примеры исследования работы призматических упругих стерж-
ней в составе статически неопределимых конструкций, в условиях сложно-
го сопротивления, продольного изгиба, а также приближенных способов 
расчета их на удар и вынужденные колебания как систем с одной степе-
нью свободы. В заключение рассмотрен пример определения запаса уста-
лостной прочности цилиндрической клапанной пружины малого шага. 

Круг рассмотренных примеров в основном соответствует объему и со-
держанию самостоятельных работ студентов заочной формы обучения. 
Примеры содержат краткий теоретический комментарий. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1 
 

УСТОЙЧИВОСТЬ СЖАТЫХ СТЕРЖНЕЙ 
Таблица  

Значения коэффициента продольного изгиба ϕ 
для практического расчета сжатых стержней на устойчивость 

Гибкость 
λ 

Сталь 
Ст2, 
Ст3,  
Ст4 

Сталь 
Ст5 

Сталь 
повышенно-

го  
качества  

σ ≥ 320 МПа

Чугун 
СЧ12-28, 
СЧ15-32, 
СЧ18-36, 
СЧ21-40 

Дерево 

0 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 

10 0,99 0,98 0,97 0,97 0,99 
20 0,96 0,96 0,95 0,91 0,97 
30 0,94 0,93 0,91 0,81 0,93 
40 0,92 0,90 0,87 0,69 0,87 
50 0,89 0,85 0,83 0,57 0,80 
60 0,86 0,80 0,79 0,44 0,71 
70 0,81 0,74 0,72 0,34 0,61 
80 0,75 0,67 0,65 0,26 0,49 
90 0,69 0,59 0,55 0,20 0,38 

100 0,60 0,50 0,43 0,16 0,31 
110 0,52 0,43 0,35 – 0,25 
120 0,45 0,37 0,30 – 0,22 
130 0,40 0,32 0,26 – 0,18 
140 0,36 0,28 0,23 – 0,16 
150 0,32 0,25 0,21 – 0,14 
160 0,29 0,23 0,19 – 0,12 
170 0,26 0,21 0,17 – 0,11 
180 0,23 0,19 0,15 – 0,10 
190 0,21 0,17 0,14 – 0,09 
200 0,19 0,15 0,13 – 0,08 
210 0,17 0,14 – – – 
220 0,16 0,13 – – – 
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Окончание прил. 1 
Линейная интерполяция при определении ϕ для промежуточных зна-

чений гибкости λст 

( )стn
nn

nст λ−λ
ϕ−ϕ

+ϕ=ϕ +
−

+ 1
1

1 10
. 

Пример: пусть для стойки из Ст3 λст = 84,3; 

λn = 80 < λст = 84,3 < λn+1 = 90. 

ϕ80 = 0,75; ϕ90 = 0,69. 

( ) 724,03,8490
10

69,075,069,0 =−
−

+=ϕст . 

Условие устойчивости: 
A

F
ϕ

=σ m[σ], где ϕ = f(λ). 

Формула Эйлера для определения критической силы при σкрmσпц: 

( )2
min

2

lμ

π
=

EJFкр . 

Формула Ясинского при λ0 < λст < λпр: 

Fкр = σкр A = (a – b λст), 

где для стали а = 310 МПа и b = 1,14 МПа.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок. Значение коэффициента приведенной длины 
для сжатых стержней 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 2 

ДВУТАВРЫ СТАЛЬНЫЕ ГОРЯЧЕКАТАНЫЕ СОРТАМЕНТ (ГОСТ 8239-89) 
Размеры, мм 

№ h b s t R r 
Пло-

щадь А, 
см2 

Масса
1 м, кг

Jx,  
см4 

Wx, 
 см3 

ix,  
см 

Sx, 
см3 

Jy,  
см4 

Wy, 
см3 

iy, 
см 

10 100 55 4,5 7,2 7 2,5 12 9,46 198 39,7 4,06 23 17,9 6,49 1,22 

12 120 64 4,8 7,3 7,5 3 14,7 11,5 350 58,4 4,88 33,7 27,9 8,72 1,38 

14 140 73 4,9 7,5 8 3 17,4 13,7 572 81,7 5,73 46,8 41,9 11,5 1,55 

16 160 81 5 7,8 8,5 3,5 20,2 15,9 873 109 6,57 62,3 58,6 14,5 1,7 

18 180 90 5,1 8,1 9 3,5 23,4 18,4 1290 143 7,42 81,4 82,6 18,4 1,88 

20 200 100 5,2 8,4 9,5 4 26,8 21 1840 184 8,28 104 115 23,1 2,07 

22 220 110 5,4 8,7 10 4 30,6 24 2550 232 9,13 131 157 28,6 2,27 

24 240 115 5,6 9,5 10,5 4 34,8 27,3 3460 289 9,97 163 198 34,5 2,37 

27 270 125 6 9,8 11 4,5 40,2 31,5 5010 371 11,2 210 260 41,5 2,54 

30 300 135 6,5 10,2 12 5 46,5 36,5 7080 472 12,3 268 337 49,9 2,69 

33 330 140 7 11,2 13 5 53,8 42,2 9840 597 13,5 339 419 59,9 2,79 

36 360 145 7,5 12,3 14 6 61,9 48,6 13380 743 14,7 423 516 71,1 2,89 

40 400 155 8,3 13 15 6 72,6 57 19062 953 16,2 545 667 86,1 3,03 

45 450 160 9 14,2 16 7 84,7 66,5 27696 1231 18,1 708 808 101 3,09 

50 500 170 10 15,2 17 7 100 78,5 39727 1589 19,9 919 1043 123 3,23 

55 550 180 11 16,5 18 7 118 92,6 55962 2035 21,8 1181 1356 151 3,39 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
h – высота профиля 
b – ширина полки 
s – толщина стенки 
t – толщина полки 
R, r – радиусы закруглений 
А – площадь сечения 
Jx, Jy – осевые моменты инер-
ции 
Wx, Wy – осевые моменты   
сопротивления 
ix, iy – радиусы инерции 
Sx – статический момент  
полусечения 60 600 190 12 17,8 20 8 138 108 76806 2560 23,6 1491 1725 182 3,54 

b–s
4

≤12 %

b 

h 

t 

x

y 

r
R 

s
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ПРИЛОЖЕНИЕ 3 

         ШВЕЛЛЕРЫ СТАЛЬНЫЕ ГОРЯЧЕКАТАНЫЕ СОРТАМЕНТ (ГОСТ 8240-89) 
Размеры, мм 

№ h b s t R r 
Площадь
А, см2 

Масса 
1 м, кг

Jx, 
 см4 

Wx, 
см3 

ix,  
см 

Sx, 
 см3 

Jy, 

 см4 
Wy, 
см3 

iy, 
см 

z0, 
см 

5 50 32 4,4 7 6 2,5 6,16 4,84 22,8 9,1 1,92 5,59 5,61 2,75 0,95 1,16 
6,5 65 36 4,4 7,2 6 2,5 7,51 5,9 48,6 15 2,54 9 8,7 3,68 1,08 1,24 
8 80 40 4,5 7,4 6,5 2,5 8,98 7,05 89,4 22,4 3,16 13,3 12,8 4,75 1,19 1,31 

10 100 46 4,5 7,6 7 3 10,9 8,59 174 34,8 3,99 20,4 20,4 6,46 1,37 1,44 
12 120 52 4,8 7,8 7,5 3 13,3 10,4 304 50,6 4,78 29,6 31,2 8,52 1,53 1,54 
14 140 58 4,9 8,1 8 3 15,6 12,3 491 70,2 5,6 40,8 45,4 11 1,7 1,67 
16 160 64 5 8,4 8,5 3,5 18,1 14,2 747 93,4 6,42 54,1 63,3 13,8 1,87 1,8 
16а 160 68 5 9 8,5 3,5 19,5 15,3 823 103 6,49 59,4 78,8 16,4 2,01 2 
18 180 70 5,1 8,7 9 3,5 20,7 16,3 1090 121 7,24 69,8 86 17 2,04 1,94 
18а 180 74 5,1 9,3 9 3,5 22,2 17,4 1190 132 7,32 76,1 105 20 2,18 2,13 
20 200 76 5,2 9 9,5 4 23,4 18,4 1520 152 8,07 87,8 113 20,5 2,2 2,07 
22 220 82 5,4 9,5 10 4 26,7 21 2110 192 8,89 110 151 25,1 2,37 2,21 
24 240 90 5,6 10 10,5 4 30,6 24 2900 242 9,73 139 208 31,6 2,6 2,42 
27 270 95 6 10,5 11 4,5 35,2 27,7 4160 308 10,9 178 262 37,3 2,73 2,47 
30 300 100 6,5 11 12 5 40,5 31,8 5810 387 12 224 327 43,6 2,84 2,52 
33 330 105 7 11,7 13 5 46,5 36,5 7980 484 13,1 281 410 51,8 2,97 2,59 
36 360 110 7,5 12,6 14 6 53,4 41,9 10820 601 14,2 350 513 61,7 3,1 2,68 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

h – высота профиля 
b – ширина полки 
s – толщина стенки 
t – толщина полки 
R, r – радиусы закруглений 
А – площадь сечения 
Jx, Jy – осевые моменты 
инерции 
Wx, Wy – осевые моменты   
сопротивления 
ix, iy – радиусы инерции 
Sx – статический момент 
полусечения 
z0 – абсцисса ц.т. 

40 400 115 8 13,5 15 6 61,5 48,3 15220 761 15,7 444 642 73,4 3,23 2,75 

b–s
2

≤10 %

b

h 

t

y 

rR
s
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ПРИЛОЖЕНИЕ 4 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ УПРУГИХ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ В СТЕРЖНЕВЫХ СИСТЕМАХ 
ПО МЕТОДУ МОРА. СПОСОБ ВЕРЕЩАГИНА 

 
На основе принципа возможных перемещений немецким ученым Отто 

Мором в 1874 г. была предложена формула для определения упругих пе-
ремещений в линейно деформируемых стержневых системах (интегралы 
Мора), которая в общем случае внешних статических воздействий содер-
жит двенадцать слагаемых (учет силовых, температурных и деформаци-
онных факторов).  

При тех или иных условиях работы стержневой системы учитывают те 
факторы, которые вносят решающую долю в определяемые перемещения. 

Пусть ΔiF – перемещение (линейное или угловое) в выбранной точке по 
любому направлению i от нагрузки F. Тогда для систем, составленных из 
призматических стержней, т. е. прямолинейных и постоянного поперечного 
сечения, используем следующие формулы Мора: 

а) для шарнирно стержневых систем при узловой нагрузке (т. е. для 
ферм) 

∑=Δ
EA

NNF
F

li
i , 

где NF  – усилия в стержнях при грузовом состоянии системы; iN  – усилия 
в стержнях при единичном состоянии системы от безразмерной силы 

1=KF , прикладываемой к выбранному узлу K фермы в любом направле-
нии i ; Ρ – длина стержня, EA – жесткость стержня при осевой деформа-
ции; 

б) для балок и плоских плоскоработающих рам, состоящих из относи-
тельно жестких стержней (изгибаемые стержни считаются жесткими, если 
углы поворота сечений малы в сравнении с единицей, а кривизна мала в 
сравнении с величиной h/Ρ 2, где h – высота сечения стержня, а Ρ – его дли-
на) 

∑ ∫=Δ
S

F
F EJ

dsMM i
i , 

где MF – изгибающие моменты грузового состояния системы; iM  – из-
гибающие моменты единичного состояния системы от безразмерной силы 

1=KF  (при определении линейного перемещения), прикладываемой в вы-
бранной точке K системы по любому направлению i , или от единичного 
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безразмерного момента 1=Km  в той же точке при определении угла пово-
рота сечения; EJ – изгибная жесткость сечений; 

в) для прямых валов при кручении с изгибом 

∑ ∫∑ ∫ +=Δ
S кр

кркр
F

S

изгизг
F

F GJ
dsMM

EJ
dsMM ii

i , 

где изг
FM , кр

FM  – изгибающие и крутящие моменты грузового состояния сис-

темы; изгMi , крMi  – изгибающие и крутящие моменты единичных состояний 
системы от 1=KF  или 1=Km ; EJ, GJкр – жесткости сечений при изгибе и кру-
чении (Е, Gкр – модули упругости при продольной и сдвиговой деформациях). 

В приведенных выше формулах знак Σ означает алгебраическое сум-
мирование по всем участкам или стержням системы. 

При условии постоянства в пределах участков или отдельных стержней 
их жесткостей (EA, EJ, GJкр – const) и прямолинейности единичных эпюр 
усилий iN , изгMi , крMi  вычисление интегралов Мора, которое аналитически 
довольно громоздко, удобно заменить графоаналитическим способом, 

предложенным в 1925 г. студентом МИИТа 
А.Н. Верещагиным, суть которого состоит в 
следующем (см. рисунок): 

1) эпюра грузового состояния разбивает-
ся на участки одного знака так, чтобы соот-
ветствующая ей эпюра единичного состоя-
ния в пределах каждого из этих участков 
была строго прямолинейной (хотя бы и раз-
ных знаков) и жесткость сечений стержня 
была бы постоянной; 

2)вычисляется площадь ωF участка эпю-
ры грузового состояния и определяется по-
ложение ее центра тяжести С; 

3) в эпюре единичного состояния строго под центром тяжести площади 
ωF  вычисляется ордината Сη ;  

4) искомое перемещение ΔiF определяется по формуле Верещагина 
(“перемножением эпюр”) 

CFF B
ηω=Δ ∑ 1

i , 

где В – соответствующая рассматриваемой деформации жесткость попе-
речных сечений стержня. Разумеется, следует учитывать знаки эпюр гру-
зового и единичного состояния системы. Так как направления единичных 

С 

любая 
ωF 

Сη  

Ρуч 

строго прямая

Эпюра  
грузового 
состояния

Эпюра  
единичного 
состояния

Рисунок. Способ А.Н. Верещагина 
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факторов 1=KF  или 1=Km  выбирают произвольно, то знак плюс (минус) у 
найденного перемещения  ΔiF  означает, что оно совпадает (не совпадает) 
с его истинным направлением. 

Продолжение прил. 4 

Таблица 
Площади и положение центров тяжести элементарных фигур 
Фигура  Положение центра тяжести Площадь 
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Продолжение прил. 4 

Окончание таблицы 

Фигура  Положение центра тяжести Площадь 
 

 
 

l
4
1

=Cx  lh
3
1

=ω  

 

 
 

l
2
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=Cx  lh
3
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l
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Правила перемножения эпюр: 
– Симпсона 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[ ]2211 4
6

η+η+η=Δ fff
B срср
уч

F
l

i  

Ρ 

C 
xC 

h  

куб. парабола

Ρ 

C 
xC h  

кв.парабола 

Ρ 

C 
xC h  

2η  

1η  
срη

Эп. M

f1 

f2 

fср Эп. MF

Ρуч 

f1 

f2 

fср

Эп. MF
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Окончание прил. 4 

– трапеций 
 

[ ]12212211 22
6

η+η+η+η=Δ ffff
B
уч

F
l

i . 

Пример. Определить прогиб и угол поворота сечения K. 
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Отрицательные значения прогиба ΔKF 
и угла поворота означают, что их истин-
ные направления обратны направлени-
ям KF  и Km . 

2η

1η  

Эп. M  

f1 

f2

Эп. MF 

Ρуч 

F = 3 кН М = 12 кНм 

EJ = const 

1,2 м 1,5 м 

3,9 

7,5 

4,5 

1 м 

fср = 5,7 

С 

С 

Эп. МF 
[кНм] 

KF = 1 

K 
2,7 срη = 2,1 

1,5 
Сη = 1 

KF = 1 

Эп. KM  
[м] 

1 1 Сη = 1 Сη = 1 1 Эп. KMϕ  
[1] 

K 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 5 
 

ПРОГРАММА 
подготовки к экзамену по сопротивлению материалов (часть 2)   

       
I. Повторение основных разделов I части курса. 
1. Геометрические характеристики плоских сечений стержней (пло-

щадь, центр тяжести сечения, моменты инерции, моменты сопротивле-
ния). 

2. Построение эпюр усилий. Опасное сечение. Условие прочности и 
подбор сечений по допускаемым напряжениям. 

3. Определение перемещений методом Мора (интеграл Мора). Способ 
Верещагина. Условия жесткости. 

II. Статически неопределимые стержневые системы. 
1. Статически неопределимые системы при осевой деформации стерж-

ней. Степень статической неопределимости. Уравнения совместности де-
формаций. 

2. Расчет по методу допускаемых напряжений и методу разрушающих 
нагрузок (по предельному состоянию). 

3. Неразрезные балки. Степень статической неопределимости. Уравне-
ния совместности деформаций по методу сил. 

4. Построение расчетных эпюр изгибающих моментов и поперечных 
сил в неразрезных балках. Контроль расчета усилий. 

5. Подбор сечения неразрезной  балки по допускаемым напряжениям. 
Условие жесткости балок. 

III. Напряженно-деформированное состояние в точках деформируемого 
твердого тела. 

1. Типы напряженного состояния (линейное, плоское, объемное). Поня-
тие о тензоре напряжения. Главные площадки и главные нормальные на-
пряжения. 

2. Определение главных нормальных напряжений при линейном и 
плоском напряженных состояниях. 

3. Линейные и угловые деформации в точках деформируемого тела. 
Главные линейные деформации. 

4. Обобщенный закон Гука и его частные случаи. 
5. Третья и четвертая теории прочности. Теория прочности Мора. 
IV. Сложное сопротивление стержней. 
1. Косой изгиб (или сложный изгиб). Вычисление нормальных напряже-

ний. 
2. Внецентренное сжатие или растяжение. Нормальные напряжения в 

поперечном сечении. Положение нулевой линии в сечении. Проверка 
прочности. Ядро сечения. 
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Окончание прил. 5 
 
3. Кручение с изгибом прямых круглых валов. Проверка прочности по III 

и IV теориям прочности. 
V. Устойчивость прямых центрально сжатых стержней постоянного сечения. 
1. Понятие об устойчивом, неустойчивом и безразличном состоянии 

равновесия твердых тел. Понятие о потере устойчивости (выпучивании) 
сжатого упругого стержня. 

2. Понятие о критической силе Fкр. Формула Эйлера для Fкр. Учет спо-
соба закрепления концов сжатого стержня на величину Fкр. Понятие о при-
веденной длине сжатого стержня. 

3. Пределы применимости формулы Эйлера. График критических на-
пряжений как функции гибкости λ стержней из малоуглеродистой стали. 
Формула Ясинского. 

4. Практический расчет сжатых стержней с использованием коэффици-
ента продольного изгиба ϕ. 

VI. Динамические задачи сопротивления материалов. 
1. Понятие о динамической нагрузке. Динамический коэффициент. 
2. Расчет троса при равноускоренном подъеме груза. 
3. Проверка прочности при поперечном ударе по балке. 
4. Учет массы конструкции при расчетах на удар. Ударная проба. 
5. Колебания упругих систем с одной степенью свободы. Основные поня-

тия. Периодические колебания. Период и частота собственных колебаний. 
6. Вынужденные колебания упругих систем с одной степенью свободы. 

Явление резонанса. Меры борьбы с резонансом. Динамический коэффи-
циент и проверка прочности. 

VII. Понятие об усталостной прочности материала при циклически пе-
ременных напряжениях. 

1. Характеристики циклов. Механизм усталостного разрушения. 
2. Предел выносливости при симметричном цикле. 
3. Факторы, влияющие на величину предела выносливости. 
4. Диаграмма предельных амплитуд. Определение коэффициента за-

паса усталостной прочности деталей. 
При подготовке рекомендуется использовать лекции, любые доступные 

учебники и руководства к решению задач, консультации. Хорошо знать со-
держание собственных контрольных работ. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 6 
 

ЗАДАЧИ 
для самоподготовки студентов к экзамену 

 
Задача 1 
 
Для балок определить прогибы и углы поворота сечений K1 и K2  по ме-

тоду Мора. Материал балок – сталь (E = 2⋅105 МПа). Изобразить схему изо-
гнутой оси. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Задача 2 
 
Проверить жесткость балки при допускаемом прогибе [f ] = l400

1 , где про-
лет l  = 6 м. Сечение балки подобрать из двух швеллеров при [σ] = 160 МПа. 

 
 
 
 
 
 
Задача 3 
 
Для неразрезной балки: 
1) построить эпюры M и Q; 
2) проверить равновесие балки; 
3) подобрать двутавровое сечение балки из условия прочности при  

[σ] = 160 МПа. 
 
 
 
 

m = 0,2 кНм
F = 0,2 кН

1 м 1 м
K1 K2

d = 8 cм 

F = 4 кН
q = 2 кН/м  

3 м 3 м 3 м 
K1 K2

N 20 

q = 12 кН/м  

3 м 3 м 

F = 6 кН
q = 12 кН/м  

1,5 м 4 м 1,5 м 
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Продолжение прил. 6 

Задача 4 
 
Жесткий брус нагружен силами F1 и F2. Построить эпюры нормальных 

напряжений по подошве бруса от действия каждой силы отдельно. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Задача 5 
 
Сравнить наибольшие нормальные напряжения в стержне AB по сече-

ниям I-I и II-II. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

F1 = 100 кН 

F2 = 60 кН  

1 м 0,5 м 

0,5 м 

F = 2 кН

0,4 м 1,2 м

I I 

II II 6 cм
2 cм

Сечение I-I

3 cм 3 cм
2 cм

A 

B 

C 
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Продолжение прил. 6 
 
Задача 6 
 
Для двутавровой консоли: 
1) построить эпюру нормальных напряжений в опасном сечении; 
2) определить величину и направление полного прогиба конца балки. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Задача 7 
 
Вал трубчатого сечения имеет два шкива диаметрами D1 = 0,3 м,  

D2 = 0,5 м и передает мощность W = 200 кВт при n = 300 об/мин. Считая, 
что натяжение ветвей ременных передач Ti = 2ti, по третьей теории проч-
ности подобрать размеры сечения при [σ] = 120 МПа. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1,6 м
F = 2 кН

y

z

α0 = 10°

Сечение 

1,5 м 1,5 м 2 м 

D =? 
D1 

D2 

t1 
T1

T2

t2
y 

x

Сечение  
вала

D 

d 

5,0==α
D
d
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Продолжение прил. 6 
 
Задача 8 
 
Определить критическое значение сил Fкр для указанных стоек. Использо-

вать полный график критических напряжений для стали Ст3 (E = 2⋅105 МПа, 
σпц = 200 МПа, σт = 240 МПа, коэффициенты Ясинского для стали a = 310 МПа, 
b = 1,14 МПа). 

Размеры поперечных сечений указаны в сантиметрах. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Задача 9 
 
Для сжатых стоек: 
1) определить допускаемую нагрузку при [σ] = 190 МПа; 
2) подобрать диаметр круглого сечения стойки при [σ] = 160 МПа. Мате-

риал – сталь Ст3. 
При расчетах использовать таблицу коэффициентов ϕ продольного из-

гиба прямых стержней. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

F = ? 

8 

F = ? 

10

10
 

F = ? 

2,
4 
м

6

8 

2,
4 
м

F = 180 кН 

d = ?

F = ? 

3 
м

№ = 20 
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Окончание прил. 6 
 

Задача 10 
 

Проверить прочность балки (  № 16) при [σ] = 160 МПа. Балка нагруже-
на лебедкой весом 3 кН, поднимающей на тросе груз массой m = 500 кг с 
ускорением ā = 1,2 м/с2. 

Массой балки пренебречь. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Задача 11 
 

1. На балку с высоты h = 3 см сбрасывается груз массой m = 300 кг. 
Проверить прочность балки при [σ] = 120 МПа. Сечение балки  № 20. 
Массой балки пренебречь. 

2. Решить задачу при положении двутавра плашмя, т. е. когда сечение 

имеет вид  
 

x 
y 

. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Задача 12 
 

На балке сечением из двух швеллеров № 18 установлен двигатель 
массой М = 1500 кг. При работе двигателя, ротор которого делает  
n = 900 об/мин, возникает вибрация из-за неуравновешенной массы  
m = 20 кг, вращающейся с эксцентриситетом е = 0,4 см. 

1. Проверить балку на резонанс. 
2. Проверить прочность при  [σ] = 140 МПа. 
Массой балки пренебречь. 
 
 
 
 
 
 

2,5 м 2,5 м 

m = 500 кг 

ā = 1,2 м/с2

лебедка 

трос

1,2 м 

h = 3 см 

№ 20 
x 

y
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 = 
 см
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